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A DOKTORI ERTEKEZES TEMAKOREI

A gyakorld ¢épitémérndk munkdja sordan szamos esetben taldlkozik dinamikai
problémaval, vagy olyan feladatokkal, melyek megoldasdhoz a dinamika eszkoztaranak
elemeit célszerti hasznalni. Ilyen teriiletek — a teljesség igénye nélkiil — az alabbiak.

A dinamika egyik intenziven kutatott részteriilete az épiiletek vasbeton- és acélvaz-
szerkezeteinek viselkedése foldrengésteher hatasara. Az elért eredményekre tamaszkodva
folyamatosan fejlesztik a tervezési modszereket és szabélyzatokat. Fontos részteriilet az olyan
szerkezetek vizsgalata is, melyek funkcidjabol kovetkezik a hasznalat-kozbeni dinamikus
igénybevétel. Ide tartoznak a kiilonbozd ipari épliletek azon szerkezetei, melyeket gépi
berendezések keltette dinamikus hatds terhel, valamint kozépiiletek nagyméretii
fodémszerkezetei (pl. tornaterem, tdncterem), melyeken embertdomeg szinkronizalt mozgésa
kelt dinamikus hatést. Hidakon a forgalombol szarmazik dinamikus hatas.

Kozvetett modon felhasznalhatok a dinamika eredményei a szerkezetek
roncsolasmentes vizsgalataban is. Ennek egyik fontos teriilete a hidak, hidgerendak
allapotvizsgalata, az esetleges repedezettségének folderitése.

A Zirichi ETH szakmérnok-képzése keretében a dinamika teriiletén szerzett
ismereteim inditottak arra, hogy kiilonb6z6 szerkezetek rezgésvizsgalataval foglalkozzam.

A kontinuum modszer alkalmazasaval vizsgaltam a berepedt vasbetongerenddk és
feszitett betongerendak, valtozd merevségli konzolrudak, megoszld normélerdvel terhelt
befogott oszlopok, lapos forgasparaboloid-héj rezgéseit, tovabba vékonyfalu U-szelvények
hajlito- és csavarolengéseit.

Disszertaciomban a fentiek koziil a dinamika két elméleti szempontbol altalam
kiilonosen érdekesnek talalt részteriiletével foglalkozom:

1. Forgasparaboloid-héj rezgésvizsgalata

2. Berepedt vasbeton— és feszitett betongerendak rezgéseinek numerikus és kisérleti
vizsgalata

Egy 0j analitikus eljarast alkalmaztam a forgédsparaboloid-héj sajatrezgéseit leird
differencidlegyenlet-rendszerének megoldasanal. Az ebbdl eldallitott frekvenciaegyenlet
alkalmas a héj valamennyi sajatfrekvenciajanak és rezgési alakjanak meghatarozéasara. Az
elméleti eredményeket felhasznalva, egy trszerkezetként alkalmazhatd tanyérantenna rezgési
jellemzdit szamitottam.

A kéttdmasza vasbetongerenddknal azt vizsgéaltam, hogy a repedések I¢legzése —
megnyilasa és bezarodasa — hogyan befolydsolja a rezgési jellemzoket. A berepedt gerendak
laboratériumi dinamikai mérései sordn a spektrumban az elsd frekvencia helyénél jelentkezd
kettds csucs jelenlétét numerikus szimuldcioval igazoltam ¢s magyardzatot adtam a
jelenségre. A berepedt gerendak sajatfrekvencidinak meghatdrozasara 0j linearis modelleket
allitottam eld, melyek kombindcidjaval a bonyolultabb nem linearis megoldasok jo
kozelitéssel kivalthatok. Berepedt feszitett tartora hatasos feszitéerd-sajatkorfrekvencia
diagramot készitettem. Feszitett hidak esetén az ilyen diagrammok mas vizsgalatokkal
kiegészitve, felhasznalhatok az allapotvaltozas vizsgalatanal.
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1. Forgasparaboloid-héj rezgésvizsgalata



MO QTR I N YN

JELOLESEK

fiiggbleges koordinata, hengerkoordinata rendszer,
sugariranyu koordinata, hengerkoordinata rendszer,
sz0g koordinata, hengerkoordinata rendszer,
az 1d6 fiiggetlen valtozdja ,

a normalis irdnyu eltolodas fiiggvénye,

a membranerdk fesziiltségfiiggvénye,

a forgésparaboloidhoz a tetépontjaban simulé gomb sugara,
a héj permkorének sugara,

a héj vastagsaga,

a hé¢j rugalmassagi modulusa,

a héj nyirasi modulusa,

a héj anyaganak stirlisége,

Poisson-tényezd,

hang terjedési sebessége a héjban,

agyazasi tényezo,

hajlitasi merevség,

globalis hajlitasi merevség,

lokalis hajlitasi merevség,

a héj nyirasi merevsége,

statikus karakterisztikus hossz,

lengési karakterisztikus hosszak,

relativ sugariranyt koordinata,

rezgési sajatérték,

gyurtiranyt hullimszam,

gylriiirany csomdvonalszam,
sajatkorfrekvencia a k, / moduszban,
sajatfrekvencia a k, / moduszban,

radialis membranerd,

csusztatoero,

radidlis hajlitobnyomaték,

csavaronyomaték,

nyirdero,

feliileti teher,

membranhatassal egyensulyozott feliileti teher,
lemezhatassal egyensulyozott feliileti teher,
képzofiiggvény,

operatormatrix,

rezgési elmozdulasi alakfiiggvény,

Gauss-féle szorzatgorbiilet

X iranyu metszetero,

X irdnyl metszetero,
csusztatdo metszetero.



1.1. BEVEZETES

Az utobbi évtizedekben szdmos héjszerkezet €piilt. Az épitdipar mellett a gépészetben
¢s a hiradastechnikdban is készitenek héjként kialakitott szerkezeti elemeket. A tervezd
mérndk munkajandl nagy segitséget jelent, hogy rendelkezésére dallnak az évtizedes
fejlesztéssel elkészitett gépi programok (Ansys, Cosmos, Lusas stb.). Ezek mechanikus
alkalmazasdnal a tervezOnek nincs sziiksége a statikai, vagy a dinamikai probléma
matematikai hatterének ismeretére, ez viszont az elemzo6 készséget csorbitja.

A kutatd mérndk érdeklédése ezzel szemben a héjszerkezetek matematikai
vizsgalatara iranyul. Keresi a lehetdséget egzakt, vagy legalabbis, a minél kevesebb
egyszerlsitd feltevéssel ¢l6 analitikus (vagy szemi-analitikus) szadmitasi moddszerek
kidolgozasara. A probléma altaldban az, hogy az egyes szerkezetek dinamikai viselkedését
leird differencidlegyenlet-rendszer bonyolult, ezért megoldasuk altaldban koriilményes. A
kutatd feladata ilyenkor megtalalni azt az eljarast, amellyel a szerkezet viselkedésérol
kvalitativ, és kvantitativ leirast adhat.

Doktori értekezésem 1. fejezetében a lapos, szabad peremii forgasparaboloid-héj
sajatrezgéseinek vizsgalataval foglalkozom. A rezgést leird parcidlis differencidlegyenlet-
rendszer megoldasanal egy 0j tipusu eljarast alkalmaztam. Ugynevezett képzéfiiggvény
bevezetésével sikeriilt a problémat egy kozonséges nyolcadrendli differencidlegyenletre
redukalni. Ez mar alkalmas volt a frekvenciaegyenlet eldallitasara, melynek megoldasa utan a
korfrekvencidk és rezgési alakok meghatarozhatok voltak.

1.1.1 Célkitiizések

Ertekezésem célkitiizései az alabbiak:

= Uj analitikus eljaras kidolgozasa a lapos forgasparaboloid- ill. gombsiiveghéjak
rezgéseit leiro differencidlegyenlet-rendszer megoldasara:
- nyirasi alakvaltozasok nélkiil,
- nyirasi alakvaltozasok figyelembevételével.

= A frekvenciaegyenlet eldallitasa a sajatfrekvencidk és a rezgési alakok meghatarozasa.

= Szamitasi algoritmus és program kidolgozasa (MATLAB).

= Az analitikus szdmitas eredményeinek ellenérzése alternativ szamitési eljarassal, az
ANSYS végeselem programmal.

= Szabadon lebeg0 tanyérantenna (mint Girszerkezet) sajatrezgéseinek szamitasa.

= A forgéasparaboloid-héj, az agyazatlan és a rugalmasan agyazott korlemez rezgési
jellemzdinek analitikus és numerikus 0sszehasonlitéasa.

1.1.2. Szakirodalmi attekintés

A forgashéjak szakirodalmanak nagyobb része, a gyakoribb alkalmazis miatt, a
korhenger héjakkal kapcsolatos. Valamivel kisebb az érdeklddés az egyéb forgashéjak, mint
példaul a gOmbsiiveg, illetve a forgashiperboloidok irdnt. A laposhéjak, illetve
gombsiiveghéjak irodalma elsésorban a héjak statikai viselkedését ¢és ezen beliil is
stabilitasvesztés kérdését targyalja részletesebben. Viszonylagosan kevesebb irodalma van a
forgashéjak rezgésvizsgalatanak.

A héjszerkezetek rezgésvizsgalata soran szdmos nehézség jelentkezik az egyszerlibb
geometridju szerkezetekhez, a gerenddkhoz és a lemezekhez képest. Blevins (1984) az



alabbiakat emliti. Altaldban a héjak is rendelkeznek mindazon tulajdonsagokkal, melyekkel a
lemezek és a gerenddk is, de ezen tulmenden lényeges jellemzdjiik, hogy legtobbszor a
nyulasok és a nyomatékok nem valaszthatok el egymastol (kapcsolt egyenletek). A héjak
hajlitorezgéseit leird differencidlegyenlet nyolcadrendii, mig a gerenddk és a lemezek
hajlitorezgéseinek ~ probléméaja  negyedrendii  differencidlegyenletekre  vezet. A
héjszerkezetekre felallitott egyenletek nagyon kiilonbozd rezgési alakokat eredményeznek. PI.
korhengerhéjak rezgésvizsgalatabol megkapjuk a csészeri rudak tranzverzalis ¢és
longitudinalis rezgéseit, csavardlengéseit, tovabba szarmaztathatok a gytliriikk sikbeli
hajlitorezgései és sikbeli tdgulasi rezgései is.

Touzé és tarsai (2008) geometriai imperfekciok és a viszkozus csillapitds hatasat
vizsgaltak szabad peremil kor €s gombsiiveg héjak rezgéseivel kapcsolatban. A rezgés nem-
linearis jellegét, mint egyfajta felkeményedést illetve lagyulast tekintették. A Karman-féle
nagy lehajlasok elméletét alkalmaztdk a kontinuum modellben. Az alakhibatol mentes
korlemez nagy amplitddoji rezgéseinél a nyulas-eltolodas kapcsolatot Karman-féle
Osszefiiggés segitségével irtdk le (pl.. Efstathiades (1971)). A geometriai imperfekciokat,
melyek valosagos szerkezeteknél elkeriilhetetlenek, ugy vették figyelembe, hogy egy kezdeti
statikus lehajlasrendszert adtak a dinamikusan szamitott lehajlasokhoz. Egyarant vizsgaltak
szimmetrikus és aszimmetrikus imperfekcioknak a moduszokra gyakorolt hatasat. Végeztek
olyan vizsgélatokat is, amikor az imperfekciok alakfiiggvényét idedlis korlemez rezgési
alakjainak megfeleléen vették fel, vizsgalva az atmenetet a felkeményedés és a lagyulas
kozott. Ha csillapitast is figyelembe vettek a 1agyulasi viselkedés valt erdteljesebbé, de hatasa
korlatozott maradt.

Dehaven és tarsai (2006) korhenger-szegmensek szabad rezgéseit vizsgaltdk, a
szegmensek nyilasszoge 30°, 90°, 150° volt. A moéduszok koziil a hossziranyu hajlitorezgések
jatszottak a dontd szerepet. A kisérlet célja, a szamitott modalis jellemzdokkel valo
Osszehasonitdson tal, a héjpanelekre felhordott piezzoelektromos érzékeldk vizsgalata volt,
melyeket a repiilégépiparban hasznositanak az aktiv rezgésmérséklés tertiletén.

Kabir (2002) lapos, vékony, négyszogalaprajzii hengerhéj panel szabad rezgéseit
vizsgélta. A héj kompozit anyagu, tetszéleges irdnyban futd szélerdsitéssel. Az egyenletek
felirasdhoz a vékony héjakra vonatkoz6 Reissner elméletet hasznalta kis elmozdulasok
mellett, a klasszikus Kirchhoff-Love hipotézis szerint. A héj panel szabad megtamasztasu. A
megoldashoz folytonos és nem-folytonos kettds Fourier-sorokat hasznalt. A megoldasi
moddszer hatékonysagat parametrikus vizsgalattal elemezte. Az eredményeket végeselemes
szamitasok eredményeivel hasonlitotta dssze.

Shang (2001) két félgdmb— és hengerhéjbdl Osszetett kapszula sajatfrekvencidit és
rezgési alakjait hatarozta meg. A vékony héjak klasszikus Love-féle elméletét (Love (1927))
alkalmazta. A félgomb- és a hengerhéj csatlakoztatdsdnal az alakvaltozasokat folytonosan
illesztette. A sajatfrekvenciakat a szokasos modon sajatérték-feladatbol kapta.

Godoy és De Souza (1998) vékony vasbeton héjszerkezet kizsaluzasaval gerjesztett
rezgéseket vizsgaltak linedris elmélet segitségével. A moduszokat kettés Fourier-sor
formdjaban allitottak eld. Csak az onstly hirtelen megjelenésének hatasat vizsgaltdk, és nem
foglalkoztak a szerkezet viszko-elasztikus tulajdonsagabol adodo késleltetett hatasokkal. (Ez
utébbira példa Ballestros (1978)).

Taeprasartsit és Tao (2005) magas gombsiiveghéj dinamikus stabilitdsat vizsgaltak.
Az egyenletesen megoszlo teher bekapcsolas jelleggel miikodott a héjon. A szamitasokat az
ANSYS program segitségével végezték. A kritikus terhet a geometriai jellemzOkbol
konstrualt dimenzidtlan paraméter fliggvényében hataroztdk meg.

Garg és tarsai (2006) kétszer gorbiilt rétegelt kompozit- és szendvicshéjak szabad
rezgéseit vizsgaltdk. A nyirasi alakvaltozdsokat magasabbrendii elmélettel kozelitették,
melyben felhasznaltak Sanders (1959) elméletét. Megoldast adtak a kozépfeliiletre merdleges



0sszenyomodas figyelembevételével is és ennek elhanyagolasaval is. A mozgasegyenleteket a
Hamilton elv felhasznélasaval vezették le. Az elmozdulasmezdket zart alakban allitottak eld
Descartes koordinatarendszerben kettés Fourier-sorok formajaban.

Thurston (1961) kiils6 nyomassal terhelt, befogott lapos gombsiiveg-héj
tengelyszimmetrikus hajlitdsat modellezte. A numerikus vizsgalatokbol — az alakhiba nélkiili
héjszerkezetekre — kapott eredmények nem mutattak 6sszhangot a kisérleti eredményekkel.

Néhany publikacidé lapos gombsiiveg-héjak atpattanasaval foglalkozik. Ezek kozott
uttéord munkanak szamit Budiansky és Roth (1962) akik 0Osszefliggést adtak a kritikus
atpattanasi teher szamitasara.

Nie (2001) alakhiba feltételezésével végzett horpadas vizsgalatot rugalmasan agyazott,
lapos gombsiiveghéjon perturbaciés modszerrel. A rugalmas agyazas Winkler tipusu volt.

Reddy (2004) monografidja osszefoglalast ad a kompozit héjak kiilonbozd statikai és
dinamikai szamitdsi modszereir6l. Az ismertetés kiterjed az analitikus és a végeselemes
modszerekre. Az 0 kiadéds tartalmaz egy fejezetet, mely specialis anyagokbol késziilt
szerkezetekkel foglalkozik. Benaroya (2005) konyve részletesen Osszefoglalja a mérnoki
szerkezetek  rezgésszamitdsanak  moddszereit, foglalkozik  modellezési  technikdk
bizonytalansagaival.

A szendvics- €s kompozit héjakkal kapcsolatos hazai kutatdsok teriiletén elsésorban
Hegediis Istvan és Kollar Laszl6 neve emlitendd (pl.: Hegediis (1979, Kollar (1991, 1993)).

1.2. HAJLITOTT LAPOS HEJAK ALAPEGYENLETE

A feliilet lapos voltabol adodd egyszertisitési lehetdségek felhasznalasaval a lapos
héjak differencidlegyenlet-rendszere (Hegediis (2000)):

—P(Z,F)'FKAAWZPZ’ (1213.)
éAAF+P(z,w)=0, (1.2.1b)

ahol P(*,**) a Karman-féle bilinearis héjoperator:

82*82** 282*82** 82*82**
- + .
ox> oy’ oxdy ox0y  Oy® ox’

P(*,* *):

Az (1.2.1a) fliggdleges feliileti egyensulyt fejez ki. A hajlitott héjat olyan, két rétegbdl
Osszetett felliletszerkezetnek tekintjiik, ahol az egyik réteg tisztan membran erdjatékkal, mig a
masik tisztan hajlitassal és nyirassal (lemezhatassal) egyenstlyozza a réd jutd teherhdnyadot.
Az egyensuly kovetelményeinek megfeleléen a két ily moédon egyensulyozott teherhanyad
Osszege megegyezik a kiils6 teherrel. Az (1.2.1a) baloldalanak elsd tagja a membranhatéssal,
masodik tagja lemezhatassal (Timoshenko és Woinowsky—Krieger (1966)) egyensulyozott
teherhanyadot fejezi ki. Az (1.2.1b) lapos héj kombatibilitasi egyenelete.

Az (1.2.1a-b) differencidlegyenlet-rendszert Marguerre vezette le az 1930-as években.
A Kirchhoff-féle lemezelmélethez hasonléan elhanyagolja a sikra merdleges nyirasi
alakvaltozasokat. A p, teherrel terhelt lapos héj eréjatéka akkor valik ismertté, ha a fenti
differencidlegyenlet-rendszerb6l meghatarozzuk a w és az F' fliggvényt. A megoldas akkor
valik hatarozottd, ha megfeleld szdmu peremfeltételt is allitunk.



1.3. FORGASPARABOLOID-HEJ SAJATREZGESEI
NYIRASI ALAKVALTOZASOK NELKUL

Ertekezésem 1.3. fejezetében a vékony, lapos, szabad peremii forgasparaboloid-hé;
(1.3.1. dbra) sajatrezgéseinek vizsgalataval foglalkozom a nyirédsi alakvaltozasok figyelmen
kiviil hagyéasaval. A téma taglaldsaban az alabbi utat kdvettem:

— A forgéaspaloid-héj sajatrezgéseit leird differencidlegyenlet-rendszerhez eldallitottam a
szabad peremre vonatkozo6 peremfeltételeket polarkoordinétas alakban.

— Osszefoglaltam a forgasparaboloid-héjbol R = helyettesitéssel szarmaztathatd
egyszeriibb szerkezetek, mint a szabad peremii agyazatlan korlemez, rugalmas
agyazasu korlemez rezgésvizsgalatanak 6sszefiiggéseit.

— Megoldottam a forgaspaloid-héj differencidlegyenlet-rendszerét a képzofiiggvényes
eljaras segitségével.

— Eléallitottam a frekvenciaegyenletet a peremfeltételek figyelembevételével.

— A kidolgozott analitikus megoldasra MATLAB programot készitettem. Kiszamitottam
egy forgasparaboloid-héj rezgési jellemzdit, melyeket végeselemes programmal
verifikaltam.

— Osszehasonlitottam a forgasparaboloid-héj, valamint a beldle szdrmaztathaté szabad
peremil dgyazatlan és rugalmasan agyazott korlemez dinamikai viselkedését.

— Parametrikus vizsgalatok bemutatésa.

1.3.1. Alapfeltételezések

A vizsgalt vékony, lapos forgasparaboloid-héj alakja az r, ¢, z henger-koordinata-
rendszerben értelmezett

2 2
r_Jr (1.3.1)
egyenletl, amelynek pereme az » = a sugaru kor. A 9 szog a z tengelyre merdleges sikban

van. A héj egy R sugaru gomb a sugari kore mentén levagott lapos gdmbsiiveg helyettesitd
forgasparaboloidjanak is tekinthetd (1.3.1. abra).

1.3.1. &bra: A forgasparaboloid-héj meridian metszete.

Huang (1964)) szerint laposnak tekinthetd az 1.3.1. abra szerinti héj, ha az f
magassaga nem haladja meg az alapkdr 2a atmérdjének egy-nyolcadat, ez a korlat azonban a
gyakorlat szempontjabol egy kissé tulzonak tekinthetd.

A szerkezetet egyenletes tomegeloszlasinak, allandé vastagsdginak és rugalmas
izotrop anyagunak tételezziik fel, nem vesziink figyelembe a feliilettel egyiittmozgd tovabbi
tomegeket. A vizsgalatban eltekintiink a csillapitastol.



A héj szabad rezgésének differencidlegyenlet-rendszerét a lapos héjak hajlitdsanak
Marguerre-féle differencidlegyenletébdl (Fliigge (1973), Hegediis (2000)) szarmaztatjuk,
teherként a kozépfeliilet lehajlasfiiggvénye alapjan képzett tehetetlenségi erdket véve
figyelembe. A Marguerre-féle egyenletek ugyantigy elhanyagoljak a nyirasi alakvaltozasokat,
mint a Kirchhoff-féle lemezelmélet.

1.3.2. A forgasparaboloid-héj differencialegyenlet-rendszere
és peremfeltételei

A lapos héjak hajlitasanak differencidlegyenlet-rendszerében szerepld z alakfiiggvény

derivaltjait a forgasparaboloid (1.3.1) alakfiiggvényének derivaltjaiként értelmezve az alabbi
két egyenletet kapjuk (Fliigge (1973)):

o*w

1

KAAW——AF = —pt ——, 1.3.2
R Pl ( )

1 1

—AAF +—Aw=0, (1.3.3)

Et R

ahol:
F amembranerdk fesziiltségfiiggvénye,
w anormalis iranyu eltolodas fiiggvénye,
3
K= E—tz a hajlitasi merevség
12(1-v7)
E  ahéj rugalmassagi modulusa,
v aPoisson-tényezo,
t ahéjvastagsag,
R aforgasparaboloidhoz a tetdpontjdban simuld gdmb sugara,
p ahéj anyagénak stirisége,
7 az1dod fliggetlen valtozdja.

A a kétdimenzios Laplace-féle operatort jeloli, amelynek a henger-koordinatarendszerben
értelmezett alakja (pl. Girkmann (1954)):

A

(1.3.4)

o0 1o 1 &2 1 6( 8) 1 &2
=t -t =—— +
or ror r-o9 r or

“ralar) P og

A tovabbiakban célszerii kihasznalni az (1.3.2), (1.3.3) egyenletrendszernek azt a
sajatsagat, hogy az egyenletekben szerepld operatorok a A operator egészkitevds hatvanyai,
igy az egyenletek formalisan alland6 egyiitthatoju differencidlegyenletként kezelhetdk
mindaddig, amig a koordinatdk kozvetlen figyelembevételét elkeriilhetjiik.

A tovabbi vizsgalat targya legyen egy az Urszerkezetként alkalmazhatd, szabadon
lebegd tanyérantenna. Mivel az lrben lebegd antennara semmilyen mozgaskorlatozas nem
hat, a differencidlegyenlet-rendszerhez peremfeltételként csupan azt kell eldirnunk, hogy az
r = a peremen kilépd fesziiltségek értéke zérus. Ez az alabbi 6t feltételt adja a w és az F
fliggvények altal meghatarozott igénybevételekre vonatkozoan (Csonka (1981)):

N =0, N,=0, M,=0, M,=0, 0O =0. (1.3.5)
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A megoldasfiiggvényekre (1.3.5) alapjan rendre az alabbi peremfeltételeket allithatjuk az
r = a sugar peremkoron :
— A radialis membraner6 nullértékiiségébdl (N, =0):

10F 1 0*F
=0, (1.3.6)

— a csusztatoerd nullértékiisége alapjan (N,, =0):

_i(la_F) _o, (13.7)
or\r o9
— aradialis hajlitonyomaték nullértékiisége alapjan (M, =0):
o*w low 1 *w
K2 2L P 2o, 1.3.8
{87”2 +]{r 6r+r2 aszﬂ ( )

— a csavaronyomaték nullértékiisége alapjan (M,, =0):

—K(l—v){%(%%ﬂ _o. (13.9)

— anyirderd nullértékiisége alapjan (Q, =0):

—Kﬁ(Aw)zo. (1.3.10)

or

Ezek a feltételek voltaképpen 1d6tdl is fliggd mennyiségekre vonatkoznak, igy a probléma
fizikailag korrekt kitizése megkivanna, hogy a peremfeltételek mellett kezdetiérték-
feltételeket is kitlizzlink, mivel azonban csillapitas ¢és kiilsé mozgaskényszerek nélkiili
szabadrezgést tételezlink fel, ennek nincsen jelentdsége. A szuperpozicio elvén feltehetjiik,
hogy a rezgés tetszéleges szamu kiilonboz6 periddust és fazisti harmonikus rezgés egymasra
halmozddasaval all el6, amelyekre a peremfeltételek kiilon-kiilon, egymadstol fiiggetleniil
érvényesithetok.

A fizikailag allithaté peremfeltételek szdma nagyobb a matematikailag teljesithetd
feltételek szamanal, ugyantigy, mint a Kirchhoff-féle lemezelméletben szabad lemezperem
esetén. A probléma 4athidalasa is hasonld6 modon torténik, mint a Kirchhoff-féle
lemezelméletben, (lasd. Fliigge (1973): Stresses in Shells 5.35a-b képleteit,) azaz a
csavaronyomatékra vonatkozé (1.3.9) peremfeltételnek a cstisztatoerokre vonatkozo (1.3.7) és
(1.3.10) peremfeltételekbe vald beépitésével:

N,g—%zo, (13.11)
Qr+%%=0. (13.12)
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Ezekbdl az egyenletekbdl F' és w behelyettesitésével (1.3.7), (1.3.9) és (1.3.10) helyett a
kovetkezo két peremfeltételi egyenlet allithatd az » = a peremen:

_Q[la_F)JrMi(l@_szo, (13.13)
or\r 084 R or\roé8
2
_KQ(AW)_W_—V)@_G@_WJZO, (13.14)
or r orod\r 04

A helyettesitd peremfeltételek bevezetésével a vagy csak a lehajlasra, vagy csak a
fesziiltségfiiggvényre vonatkozd eredeti peremfeltételek helyett olyan feltételrendszert
kaptunk, amelyben az egyik feltétel mind a két ismeretlen fiiggvényt tartalmazza.

1.3.3. Specialis esetek vizsgalata

A forgésparaboloid-héj differencidlegyenlet-rendszerének megoldasa el6tt még
célszerli kozismertebb, egyszerlibb szerkezetek rezgésvizsgalatat attekinteni. Két ilyen
szerkezet rezgésvizsgalata igér tanulsagos Osszevetést: az agyazatlan korlemezé és a rugalmas
agyazasu korlemezé (1.3.2. abra), mellyel tobb szerzd is foglalkozott (pl. Soedel (1986)).

Ha R értékét végtelenre vessziik fel, egy agyazatlan korlemez-feladathoz jutunk.
Valoban, ekkor az (1.3.2) a vékony lemezek rezgéseinek

2
KAAw+ptg:::0 (1.3.15)

differencidlegyenletébe megy at, €s teljesen fliggetlenné valik az (1.3.3) egyenlettdl, amely az
izotrop  tarcsak  rugalmas alakvaltozasainak  kompatibilitasat  kifejezé — Airy-féle
differencidlegyenlettel lesz azonos. (Tekintve, hogy ez az egyenlet nem tiikr6z gyorsulasi
hatasokat, nem allithatjuk, hogy az egyenletrendszer egy lemez és egy tarcsa rezgéseinek
fiiggetlen leirasara esik szét.)

A rugalmas agyazasu korlemez rezgéseinek differencidlegyenlete egyetlen tagban tér
el az (1.3.15) differencidlegyenlettdl (Timoshenko (1966)). Ez azt veszi figyelembe, hogy az
agyazaton fekvd lemez feliiletére az agyazat merevségétol fliggd és a lehajlassal ardnyos
nagysagu visszatéritd fesziiltség hat:

2
KAAw+Cw+ngf=o, (1.3.16)
T

ahol: C a Winkler-féle 4gyazasi tényez0.

t Et3 Q
K= C
12(1 - V2 ) E

1.3.2. 4bra: Agyazatlan és rugalmasan agyazott korlemez.

Szabad peremil lemez esetén mindkét differencidlegyenlethez olyan peremfeltételek
tartoznak, amelyek a radidlis hajlitonyomaték (1.3.8) €és a Kirchhoff-féle (1.3.14) helyettesitd
nyiroerd eltlinését irjak eld az r = a peremen:

12



2 2
Kla_ww(lﬁmia W]]_o, (1.3.17)

ol |\ror 2592
2
—KQ(AW)_Ma_(lﬁ_szo. (1.3.18)
or r orog\ r 09

1.3.3.1. A szabad peremi agyazatlan korlemez rezgésvizsgalata

A szabad peremii korlemez rezgésvizsgalatat a fliggetlen valtozok szétvalasztasanak
modszerével végezhetjiik. Amennyiben a w(r,S,z‘) rezgésfiiggvényt

w(r,,7) = w(r,$)sin wr (1.3.19)
szorzat alakjdban tételezziik fel, ezt az alakot az (1.3.15) egyenletbe behelyettesitve az id6tol

fliggd szorzotényezO kiejthetd az egyenletb6l. Az ebbdl szarmazdé homogén linearis
differencidlegyenlet operatoros alakja:

2
K[AA— pt[? }w=o, (1.3.20)

amelybdl a K szorzotényezo is kiejthetd. Az (1.3.20) differencidlegyenletben paraméterként
szerepld @’ értékét a feladat megoldasahoz tigy kell felvenni, hogy a differencialegyenletnek
a szabad peremre vonatkozo (1.3.17) és (1.3.18) peremfeltételek mellett nem-trivialis
megoldasa legyen. A tovabbiak egyszeriisitése érdekében vezessiik be az @ paraméter helyett

az w -tol figgd
lw:4/ Kz (1.3.21)
pta

karakterisztikus hosszusagot. Az [/, képletébe a K lemezmerevség, valamint a ¢ tranzverzalis

hangterjedés sebesség
c= /E (1.3.22)
P

képletét behelyettesitve a kovetkezdt kapjuk:

't
*\o12(l-v?) ( :

Ennek a karakterisztikus hosszusdgnak az alkalmazasaval a differencidlegyenlet a
kovetkezOképp irhatd at:

13



[AA_ﬂ HM%J(A_;ZHW:O. (13.24)

Egyszerti behelyettesitéssel meggydzddhetiink arrdl, hogy ennek a differencialegyenletnek a
megoldasai az aldbbi két differencialegyenlet megoldésai:

A+Llw=o0, 1.3.25
g ( )

S

A= w=0. (1.3.26)

Az (1.3.25) és (1.3.26) megoldasdhoz ujbol a valtozok szétvalasztasanak moddszerét
alkalmazzuk. Keressiik a megoldasokat a

o0

w(r,9)=>_ 4,(r)coskd (1.3.27)

k=2

alakban. Ezt az alakot behelyettesitve az (1.3.25) és (1.3.26) egyenletekbe, a 9-t6l valo
fliggést mutatd tényezd kiejthetd, A;-ra pedig az alabbi kdzonséges differencidlegyenletek
addodnak:

d> 1d Kk 1
—_—t AV 0, 1.3.28
Lz’r2 rdr r’ lz} ( ) ( )

d> 1d Kk 1
L -2 2 — A9 =0. 1.3.29
L{rz rdr 1’ lz} , (r) ( )

E=—_ (1.3.30)

valtozora 4ttérve, a fenti egyenletpar a kovetkezoképp irhato at

£ ;;: 5_5 k* 4+ & A,§”(§)=0, (1.3.31)
| 2 d’ 2— )
4 4 éd_g_ =& A47(9)=0. (1.3.32)

Ezek az egyenletek a kozismert Bessel-féle differencidlegyenletek (Watson (1948)).
Az (1.3.31) egyenlet megoldasai a Ji(&) ¢és Ni(&) elsé- és masodfaju k-adrendli Bessel-
figgvények, az (1.3.32) megoldésai pedig az l(&) és Ki(&) elsd-, ill. masodfaji k-adrendii
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modositott Bessel-fiiggvények. Ezek a fliggvények egymastdl linedrisan fiiggetlenek, ezért az
(1.3.24) differencidlegyenlet (1.3.27) struktirdji megoldasainak altalanos alakja

w, = d,coskd=(4" + 4> )eosk, (1.3.33)
melybdl
Wi = [Cl']k(é:)"' Czlk(é:)-i_ C3Nk(é:)+ C4Kk(§)]COSk‘9 : (1.3.34)

Az A" és az A,” megoldasban szerepld fiiggvényeknek jo1 ismert és szempontunkbol fontos
tulajdonsagai, hogy Ji(&) és Ii(&) az origd kdrnyezetében korlatos értéki, mig Ni(&) és Ki(&)
abszolut értéke a végtelenhez tart, ha a fliggetlen valtozoval a nulldhoz kozelitiink. A szabad
peremil korlemez megoldasdban csak olyan fiiggvények juthatnak szerephez, amelyek az
r = 0 pontban nem szingularisak, vagyis itteni fliggvényértékiik és parcialis derivaltjaik értéke
véges. Az (1.3.34) megoldasban emiatt N; és K egyiitthatdja, azaz C; és C, értéke 0. A
fennmarado

w, =[CJ, (&) + C,1, (&)|cos kS (1.3.35)

kifejezésben a C; és C, egyiitthatokat ugy kell megvalasztani, hogy a megoldésfiiggvény

e . a o tns . , .
kielégitse a lemez r = a, ill. £ =— = a peremén eldirt peremfeltételeket. Ez a kovetelmény

19}

( b )
21 22 C2

alakii homogén linearis egyenletrendszerben foglalhatd Ossze, ha az (1.3.35) kifejezést a
peremfeltételi egyenletekbe helyettesitjiik. Az egyiitthatomatrix elemei - a Bessel-féle
fliggvények derivaltjaira vonatkozo azonossadgok (lasd pl. Jahnke-Emde-Losch (1960)
kézikonyve) figyelembevételének 1épéseit mellézve, az egyenletek konstans szorzoit kiejtve -
a kovetkezok:

d? 1d k2
D= {[d—ﬁ“(zd—s‘?)]"k(@hm:

= [(1=v) (¥ —k)—a®] Jp(a) + (1 —v) apys () | (1.3.37)
2 1d &
v = {| (g )| me) -
= [0=v) (K —k)+a®] L (a) = (1 —v)alp (@), (1.3.38)
_ A (& 1d_ ® -k d [1 _
o = i (o eiee0) 70~ % {s‘]’“@)”g:a
_ {(1 (k )+ka} Je(a) — [(L=v)k> 4+ 7] Sy (@)
(1.3.39)
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_qa d_2 1d k2 md 1 =
Doz = {df (d@ gde 52) M- 5{ " }5”_
— 3
_ [ (1 (k k?) _m} Ii(o) = [(1 = v)E? — @] Ligi (a) (1.3.40)
ahol:
azlﬁ (1.3.41)

a korlemez peremének dimenziotlanitott radialis koordinatdja.

Az (1.3.36) egyenletrendszernek csak akkor van nem-trivialis megoldasa, ha a
determinansa zérus. Az (1.3.37) - (1.3.40) Osszefliggések alapjan felirhat6 a determindans, €s
szamitégéppel megkereshetok az egyenletrendszer paraméterének - a-nak, /,-nak vagy w-nak
- azok az értékei, amikor a determinans nullava valik.

A szamitasi eredmények az 1.3.1.tablazat szerint rendezhet6k Ossze. A valtozok
(1.3.27) szétvalasztasabol kovetkezOen — a rezgésalakok vizsgélata szerint — a k értéke a

rezgési alak gylirliirdnya hullimszamat adja meg, ¢ a gylirliirdny csomévonalak szama.

1.3.1. tablazat: Szabad peremi dgyazatlan korlemez ¢ , rezgési sajatértékei v= 1/3 esetén.

k=0 1 2 3 4 5 10 15

(=0 - - 2.29 3.50 4.64 5.75 11.10 16.33
1 3.01 4.53 5.94 7.27 8.57 9.82 15.81 21.54

2 6.21 7.74 9.19 10.58 11.93 13.25 19.54 25.53

3 9.37 10.91 12.38 13.81 15.20 16.56 23.05 29.23

4 12.53 14.07 15.56 17.01 18.42 19.81 26.45 32.78

5 15.67 17.22 18.72 20.19 21.62 23.03 29.79 36.24

10 31.40 32.96 34.49 35.99 37.48 38.95 46.06 52.89

Az 1.3.1. tablazatbol lathat6, hogy minden £ és minden ¢ értékhez az o = oy, értékeinek
novekvd sorozata tartozik. Az elsd két oszlop elsd eleméhez merevtest-szerili elmozdulas-alak
tartozik, azonban kiils6 erd, ill. mozgaskényszer nélkiil ilyen rezgés nem alakulhat ki a

korlemezen. Az 1.3.1. tdblazatban szerepld oy, értékek alapjan, az (1.3.23) felhasznaldsaval

PR S _ag, ct
COE i2i-v) @ i2(i-v?)

képlettel szamithaté o értékeket a korlemez sajatkorfrekvenciadinak nevezziik. Ugyanez ez az
eredmény megtalalhatdé Ponomarev (1966), valamint (Leissa (1969)) publikacidjaban. A
legalacsonyabb sajatkorfrekvenciat a k = 2 értékhez tartozo legkisebb « alapjan szamithatjuk.
Ezt a vizsgalt szerkezet alaprezgésének, a magasabb értékeket a rendszer felharmonikusainak
is szoktdk nevezni. A rezgésszamok aranyabol megdallapithatd, hogy - szemben pl. a htrok,
rudak és a téglalap-lemezek felharmonikusaival, - a szabad peremi korlemez felharmonikusai
nem alkotnak egymassal és az alaprezgéssel konszonans (zeneileg dsszecsengd) rendszert.

(1.3.42)
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1.3.3.2. A szabad peremii, rugalmasan agyazott korlemez rezgésvizsgalata

A rugalmas 4gyazds hatdsat figyelembe vevld taggal bdvitett (1.3.16)
differencidlegyenletbdl a valtozok szétvalasztasdval ¢és az 1d6tél fiiggd tényezd
kikiiszobolésével az alabbi differencidlegyenlethez jutunk:

{AA—[“]?Z —%ﬂwzo. (1.3.43)

A kerek zardjelen beliili elsé tort a mar ismert /, negyedik hatvanyanak reciproka. A masodik
tort a rugalmasan agyazott lemezek statikai vizsgalatdban alkalmazott statikus karakterisztikus
hossz negyedik hatvanyéanak reciproka (Markus (1964)). Ezt a tovabbiakban /,-tal jeloljiik:

[o=4=. (1.3.44)

Az Iy, valamint az [, jeloléseket felhasznalva és az (1.3.43) operatorat szorzatta alakitva:

1 1 1 1
At |——— A= |=——|lw=0 (1.3.45)
{L l:) ls4tat j( l:) l:tat ]:|

egyenletet kapjuk. Az agyazatlan korlemezhez hasonléan a megoldas itt is az aldbbi két
differencialegyenlet megoldasanak osszegeként allithatd elo:

A+ zi“_l“i w=0, (1.3.46)
_ —
L ® stat |

Ha feltessziik, hogy /. > [, (ennek igazolasara késObb visszatériink), és bevezetjiik az

1 1)
A :(E_l“_] (1.3.48)

stat

lengési karakterisztikus hosszat, tovabba a dimenzionélkiili

S = (1.3.49)

r
lk

sugariranyu relativ koordinatat, akkor a polaris koordinatavaltozok szétvalasztasa utan az
(1.3.31) ill. az (1.3.32) Bessel-féle differencidlegyenleteket kapjuk vissza. Az eltérés csupan
annyi, hogy a & valtozot az (1.3.48) és az (1.3.49) definialja. Az altalanos megoldas (1.3.35)
alapjdn mar ismert:
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w, =[CJ (& )+C,T, (&, )]coskS. (1.3.50)

Tekintettel arra, hogy a szabad peremii, rugalmasan agyazott kdrlemezre szintén az (1.3.17) és
(1.3.18) peremfeltételek vonatkoznak, a C; ¢és a C, felvételére vonatkozd feltételi
egyenletrendszer 1is azonos az 4gyazatlan korlemezre vonatkozo (1.3.37)-(1.3.40)

egyenletekkel. Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenletrendszer o; paraméterének — ahol o, = 4
k

a perem radialis koordinatdja — a nem-trivialis megoldasokhoz tartozé értékei szamszeriien
megegyeznek az 1.3.1. tablazatban szerepld oy, értékekkel. Megegyeznek tovabba az adott £,

¢ értékparokhoz tartoz6 normalt rezgési alakok is. A & valtozoknak a (1.3.30) és (1.3.49)
szerinti egymastol eltérd értelmezése miatt azonban a rugalmas agyazast korlemeznél az

adott ¢4 ~hez magasabb @y, sajatkorfrekvencia tartozik, mint az dgyazatlan korlemez esetén.
Az (1.3.48)-bol oy, helyettesitésével a sajatkorfrekvencidk

4 2,2
0, = |2 L £ (1.3.51)
h a 12(1-v7) pt

képlettel szamithatok. Ugyanez az eredmény megtalalhatd Soedel (1986) konyvében.
Az (1.3.51) egyenldség négyzetre emelt

2 /?1 Cztz C
Oy =3 o7 T (1.3.52)
. a 12(0-v7) pt
alakjaban egy
o, =) + (@) (1.3.53)

Southwell-féle Gsszegzést (Rayleigh, J. W. S (1945)) ismerhetiink fel, amelynek a "
sszetevbje (1.3.42) alapjan az agyazatlan korlemez sajatkorfrekvencidja, o pedig a C
merevségli agyazaton fekvo, m = pt feliiletegységre vonatkoztatott tomegi, hajlitomerevség

nélkuali lemez
a)rugo' = g = £ (1354)
\ m V yo/)

sajatkorfrekvencidja. Hajlitomerevség nélkiil minden feliiletelem és a hozzakapcsolt elemi
rugd fliggetlen egyszabadsagfoki rezgd rendszert alkot, igy a feliilet tetszdleges
lengésalakkal, de csak egyetlen, az (1.3.54) szerinti sajatkorfrekvenciaval rezeghet. Ez a
sajatkorfrekvencia tehat fliggetlen k és ¢ értékétol.

A sajatrezgések frekvencia-négyzeteire vonatkozd Southwell-féle Osszegzés also
korlatot szolgaltat a keresett sajatfrekvencidkra, ha a parcidlis merevségli rendszerek
rezgésalakjai csak kozelitdé egyezést mutatnak. Esetiinkben a hajlitomerevség nélkiili
rugalmas agyazasu, masodik rendszerhez tetszoleges rezgési alak tartozhat az elemi rugok
fliggetlensége miatt. Ez a tetszOleges rezgési alak az elsd rendszerével, az 4gyazatlan
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korlemezével azonosra is felvehetd, ezért a fentiek értelmében az (1.3.53) Southwell-féle
Osszegzés pontosan adja a rugalmas dgyazasu lemez sajatkorfrekvenciait.

A Southwell-féle Osszegzés alapjan még egy fontos megallapitast tehetiink. A
rugomerevségbOl szamithatd @, értéke onmaga is also korlatja a rugalmasan agyazott
korlemez sajatkorfrekvenciainak. Az (1.3.21) ¢és az (1.3.44) képlet felhasznalasaval
megallapithatjuk, hogy ez a rezgési frekvencia Iy, = [, esetén 1€p fel. Ebbdl az kovetkezik,
hogy Iy felsd korlatja /,nak, azaz a fejezet elején a karakterisztikus hosszak viszonyara
vonatkozoan eldre bocsatott feltételezés helytallo volt. Az (1.3.48) szerinti /; nem vehet fel

komplex értéket, a rugalmasan agyazott korlemez rezgési alakjai - a k=0,1 é (=0
értékparokhoz tartozd modduszok kivételével - mind leirhatok valdés argumentumu Bessel
fliggvények segitségével. Ha Iy, = /,, akkor az (1.3.48)-bol formdlisan az [, = co kovetkezik,
azaz a rezgési alakfliggvény nem mutat hullimzast, vagyis leirhatd konstans vagy linearis
figgvénnyel. Ezek a £=0,1 é /=0 ¢ért€kparokhoz tartoz6 moduszok merevtestszeri
elmozduldsokat mutatnak.

1.3.3.3. A forgasparaboloid-héj nyulasmentes alakvaltozasai

A korlemez lehajlasai nyuldsmentesek, ha eltekintink a sik kozépfeliilet
megnyuldsatol. A korlemez lemezvastagsagat megkdzelitd maximalis lehajlasok esetén mar
irredlis eredményt adhatnak a kozépfeliilet nyaldsanak figyelmen kiviil hagyéasaval végzett
vizsgalatok, akkor is, ha a perem csak a kozépsikra merdleges eltoloddsokkal szemben van
rogzitve. Ha viszont a perem szabad, a lemezvastagsagot sokszorosan meghaladé lehajlas
esetén is csekély hiba adodhat. Ebbdl arra kovetkeztethetink, hogy amennyiben a
forgasparaboloid-héj; annyira lapos, hogy ivmagassaga az emlitett lemez-lehajlasok
nagysagrendjébe esik, rezgési viselkedése egyes rezgésalakok esetén hasonld lesz a
korlemezéhez, de arra is, hogy mas alakok esetén erdsen eltérhet attol. Hasonlosag akkor
varhatd, ha kevéss¢ érvényesiil a kozépfeliilet nyuldsainak hatdsa, vagyis ha a rezgésalak
kozel all a paraboloid nyulasmentes alakvaltozasadhoz.

A h¢éj nyulasmentes alakvaltozdsainak differencidlegyenletét ugy kapjuk, hogy az
(1.3.3) kompatibilitasi egyenletbe az F' = 0 értéket helyettesitjiik be:

= 0. (1.3.55)

A nyulasmentes alakvaltozasokat a tartomany belsejében €s hatardn szingularitds nélkiili
valés, kétvaltozés harmonikus fiiggvények irjdk le. Ezek 4altalanos alakja henger-
koordinatarendszerben

(4, cosk9+ B, sink I . (1.3.56)

Winext

k=2
A k=0 és k=1 értékhez merevtestszerli elmozdulasok tartoznak. Az altalanos alakbodl az
olvashat6 ki, hogy a nyuldsmentes alakvaltozasokra az r =a peremen perempontonként
egyetlen peremfeltételt allithatunk. (Eldirhatjuk pl., hogy a peremen a lehajlas wisen(a, $)
értékét tetszoleges, - természetesen 2 szerint periodikus - fiiggvény irja le.) Arra nincsen
lehetdség, hogy a héj, a 1.3.2. fejezetben részletezett peremfeltétel-rendszerét - vagy annak
csak a lehajlasfiiggvényt korlatozo feltételeit - nyulasmentes alakvaltozasokkal ki tudjuk
elégiteni. Ez azért fontos megallapitds, mert ellenkezd esetben a tanyérantenna
rezgésvizsgalatat Iényegében egy korlemez rezgésvizsgalatara lehetne egyszertsiteni.
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1.3.4. A forgasparaboloid-héj rezgésvizsgalata differencialegyenlet-rendszer
sajatérték-feladatként

A valasztott peremfeltételek lehetdvé teszik, hogy a paraboloid héj rezgésvizsgalatat is a
valtozok szétvalasztasdnak moddszerével végezziik. A lehajlasfiiggvényt w = w(r, 3 )sinwrz, a
fesziiltségfiiggvényt F=F(r, 9)sinor  alakban keresve az (1.3.2)-(1.3.3)
differencidlegyenlet-rendszerbdl kiejtheté az 1d6tdl vald fiiggést mutatd sinwr
szorzOtényezd, a peremfeltételek pedig az alabbi parcialis differencidlegyenlet-rendszerre
értelmezendok:

KAAw—(pter —%AFzO, (1.3.57)
1 1
AW+ —AAF =0. (1.3.58)
R El

Az ® most a homogén differencidlegyenlet-rendszer paramétere. A paraméteres homogén
linedris differencidlegyenlet-rendszerekre is értelmezhetd az Un. alternativa-tétel: @ értékét
folytonosan valtoztatva az adott peremfeltétel-rendszer mellett vagy csak trivialis zérus
megoldasvektort taldlunk, vagy pedig végtelen sok, egymassal linedrisan 0Osszefiiggd
megoldast. Azt a diszkrét ay, k=0,1,2, ..., o értékrendszert, amely mellett az utobbi all
fenn, az egyenletrendszerrel ¢és a peremfeltételekkel kitlizott probléma sajatértékeinek, az
egyes ay-hoz talalt megoldasok alaprendszerét a probléma sajatfiiggvény-vektorainak
nevezziik. Ez a probléma analog a matrixokra vonatkozé sajatérték-feladattal, a megoldasban
is alkalmazhatok a matrixokra vonatkozd sajatérték-feladatok megoldédsi modszerei.

1.3.4.1. A fesziiltségfiiggvény kikiiszobolhetoségének vizsgalata

Az (1.3.57) egyenletre a A operacidt alkalmazva, majd az igy kapott egyenletet
(1.3.58) egyenlettel kombindlva olyan Osszefiiggésre juthatunk, amely csak a w ismeretlent
tartalmazza:

A{KAAJr%—(pta)z)}w:O. (1.3.59)
A szogletes zarojelben szerepld kifejezés felfoghatd egy K hajlitasi merevségii,
C=— (1.3.60)

agyazasi tényezOjli rugalmas agyazaton fekvO lemez rezgésalakjaira vonatkozo homogén
differencidlegyenlet operatoranak. Amennyiben szdgletes zardjelben szerepld kifejezésbe w-t
helyettesitve a kifejezés nullava valik, maga az (1.3.59) differencialegyenlet is teljestil.

Ebbdl konnyen arra kdvetkeztethetnénk, hogy a forgasparaboloid-héj rezgésalakjait és
sajatfrekvenciait egy helyettesitd rugalmas agyazasu korlemez megoldasai adjak. Ez azonban
téves kovetkeztetés lenne. Egyrészt azért, mert az (1.3.59) egyenlet operatoraban egy tovabbi
A operator-szorzo is szerepel, ezért a megoldds komponensei kozt a rugalmas agyazasu
helyettesitd lemez rezgésalakjai mellett szerephez juthatnak a Aw =0 egyenletet teljesitd
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megoldasok is, amelyek az (1.3.55) egyenlet értelmében a paraboloid-héj nyuldsmentes
alakvaltozasai, igy alakulasukban nincs kozvetlen szerepe a fiktiv rugalmas agyazasnak.
Masrészt azért, mert az (1.3.13) helyettesitd peremfeltétel miatt w kapcsoltta valik az (1.3.59)
egyenletbdl kiejtett F-fel. A vizsgélatot ezért olyan modszerrel kell elvégezniink, amely
lehetéséget ad az (1.3.57)-(1.3.58) egyenletrendszer teljes altalanos megoldasanak a
figyelembevételére.

1.3.4.2. A képzofiiggvény bevezetése

Alkalmazzuk a differencidlegyenlet-rendszer teljes megoldasanak eldéllitasara az
operatormatrix determinansanak és adjungaltjanak értelmezésén alapuld képzofiiggvényes
eljarast. Ezzel a modszerrel jelentdsen csokkenthetdk a hengerkoordinata-rendszer
alkalmazasabol szarmazd algebrai nehézségek is. Ezt az eljarast Hegediis (1986)
vastaghéjaldsu szendvicsgerenda megolddsan mutatta be, inhomogén differencidlegyenlet-
rendszerre alkalmazva.

A képzofiiggvényes eljaras alapelve a kovetkezd. A koordinatarendszerre invarians
alaku linedris differencidlegyenlet-rendszerben szereplé operacidk sorrendje ugyanugy
felcserélhetd, mint a konstans tényezokkel vald szorzasé. Ez a formadlis felcserélhetdség
lehetdvé teszi, hogy az operatormdtrixra értelmezni tudjuk azokat a matrixalgebrai
fogalmakat, amelyeket a skalarelemli kvadratikus matrixokkal megadott feladatok
megoldasahoz be szoktak vezetni. Ezek koziil a matrix determinansa és az adjungélt matrix
értelmezése sziikséges.

Jeldlje a

0=[6,] i,j=1..n
matrix a
®y=0 (1.3.61)

homogén differencidl-egyenletrendszer operatormatrixat, amelynek elemei egymassal
felcserélhetd differencialoperatorok.

Legyen det(®) az operdtormatrixnak a matrixaritmetika szabdlyai szerint képzett
determinansa,

det(®), i,j=1,.n

pedig jeldlje a matrix i,j elemeihez tartozo eldjeles, azaz a (=1)"/ szorzdt is magaba foglald
aldeterminansokat. Ezek mindegyike egymassal folcserélhetd differencialoperator.
Az operatormatrix adjungaltjdnak elemeit az eldjeles aldeterminansok alkotjak:
adj(®)=[det(®),] i,j=l,..n
Legyen H olyan fiiggvény, amely kielégiti az alabbi differencialegyenletet:
det(®)H =0. (1.3.62)

Igazolhatd, hogy a H fiiggvény segitségével az (1.3.61) differencial-egyenletrendszer
™ megoldasvektora képezhetd az alabbi médon:

21



det(©),

det(©),,

y*® = H, (1.3.63)

det(@)nk

vagyis az adjungélt operatormatrix k-adik oszlopat, (vagy transzponaltjdnak k-adik sorat)
alkalmazzuk a H fiiggvényre. Ennek igazolasdhoz helyettesitsiik az (1.3.63)-t az (1.3.61)-be:

det(©),,

det(®
@y =0 t®hi g _o. (1.3.64)

det(@)nk

Az, hogy (1.3.64) teljesiil az a determindnsok kifejtési tétele alapjan lathato be:
29 det(®), =det(®),  hai=k,

ZH det(© , hai#k,

tehat a feltételezett (1.3.63) megoldas valdban kielégiti az (1.3.61)-t. A H fiiggvényt tehat
felhasznalhatjuk arra, hogy az operatormatrix adjungaltja segitségével az egyenletrendszer
megoldasvektorait képezziik.

Az (1.3.62) differencidlegyenletet az (1.3.61) differencidlegyenlet-rendszer
karakterisztikus  differencidlegyenletének, H fliggvényt pedig a megoldasvektor
képzofiiggvényének nevezziik. Amennylben a H az (1.3.64) karakterisztikus
differencialegyenlet altalanos megoldasa, y* pedig tartalmazza az 4ltalanos megoldas dsszes
szabad paraméterét, akkor az y™-t a differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasénak
tekinthetjiik.

Olyan esetben, ha az adjungalt operatormatrix minden elemébdl kiemelhetd egy kozos
operatorszorzd, ugyanez kiemelhetd a karakterisztikus differencidlegyenlet operatorabol is.
Ilyen esetben mind a determinansbdl, mind az adjungélt elemeibdl el kell hagyni a kozds
operatorszorzot. Ezt végrehajtva mindig képezhetd az adjungalt soraibol szarmaztatott y(k)
megoldasvektorok olyan kombindcidja, amely az altalanos megoldds Osszes szabad
paraméterét tartalmazza.

A képzofiiggvény alkalmazasanak a legfontosabb elénye, hogy az (1.3.62)
differencidlegyenlet megoldéasa utdn az 6sszes ismeretlen fiiggvény derivalassal allithat6 eld,
igy nem Kkeriilnek a megoldasba formalisan fiiggetlennek latszo tovabbi integralasi
konstansok. Masik eldnye, hogy a peremértékekre és peremderivaltakra vonatkozd
peremfeltételek kozvetleniil a képzofiiggvényre vonatkozo feltételként vehetdk figyelembe.

Esetiinkben a mar emlitett felcserélhetdség mindaddig fennall, amig a A operatorokat
nem fejezzilk ki az r illetve 9 szerinti derivaltakkal. Az (1.3.57)-(1.3.58) homogén
differencidlegyenlet-rendszer
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w
@{ }:o (1.3.65)

matrixos felirasu alakjanak operatormatrixa

KAA —(pta”) LN
0= | | R (1.3.66)
—A —AA
R Et
operatordeterminansa
2
det(@) = X AAAA +| L PV |An, (1.3.67)
Et R E
az operatormatrix adjungaltja
LAA - lA
adj(®©)=| &1 R (1.3.68)

%A KAA —(pta’)

alakban adodik.
Az adjungalt operatormatrix elemeinek nincsen kdzods operatorszorzdja, ezért a homo-
gén altalanos megoldéas H képzofiiggvényeként a

det(®)H]=0 (1.3.69)

karakterisztikus differencidlegyenlet altalinos megoldéasat hasznalhatjuk.
Az (1.3.69) differencidlegyenlet operatora elsé 1épésben a

2
det(®) = E%[AA]{AA - (pt[? - Igz H (1.3.70)

2

pto

alakra faktorizalhatd. Az (1.3.70) masodik operatorszorzojaban allo tortben a szabad

peremli agyazatlan korlemez (1.3.21) képletével bevezetett [/, hosszusdg negyedik

hatvanyanak a reciprokat ismerhetjiik fel, az E;Z tort pedig az
2 2p2
zmﬂ/KR _g| R (1.3.71)
‘ Et 12(1-v7)

karakterisztikus hossz negyedik hatvanydnak a reciprokaként értelmezhetd. Ez a hosszisag
hasonl6é szerephez jut a hajlitott lapos forgasparaboloid-héjak statikai vizsgalatdban, mint az
(1.3.44) egyenlettel definialt karakterisztikus hossz a rugalmas 4gyazast korlemezeknél. Ez
indokolja az azonos elnevezést.
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A karakterisztikus hosszak behelyettesitésével és masodik operatorszorzd tovabbi
faktorizalasaval a karakterisztikus differencidlegyenlet operatorat egy negyed- ¢és két
masodrendli operator szorzatara bonthatjuk:

I 1 1 11
det(® )= [AA A— 1.3.72
o= toslo -t |- i | (1372
Ez a faktorizdlds lehet6séget ad arra, hogy a nyolcadrendii karakterisztikus
differencidlegyenlet megolddsit egy negyed- ¢és két masodrendii differencidlegyenlet
megoldasainak kombinalasaval allitsuk elo.

Az elsé csoportot a ANHY =0, (1.3.73)

a masodik csoportot a A+ FET HY =0, (1.3.74)

a harmadik csoportot a {A - i4 - %}H(” =0 (1.3.75)
l{u lstat

differencidlegyenletek megoldasai alkotjak.
1.3.4.3. A karakterisztikus differencialegyenlet megoldasa

Az (1.3.69) karakterisztikus differencidlegyenlet megoldasat a korabbi fejezetekben
alkalmazott modon,

H = A4,(r)coskd (1.3.76)

alakban kereshetjiik. Ezt az alakot a differencidlegyenletbe behelyettesitve, majd a 9 szerinti
fiiggést kifejezd trigonometrikus kifejezést az egyenletbdl kiejtve, Ax(r)-re egy nyolcadrend,
valtoz6 egyiitthatdju kdzonséges homogén differencidlegyenlet adodik. Az Ay (r) fliggvényt
nem ennek a differencidlegyenletnek a megoldasaként allitjuk eld, hanem ugy, hogy az
(1.3.76) probafiiggvény alakot kozvetleniil az (1.3.73), (1.3.74) ¢és (1.3.75) negyed-, ill.
masodrendli  differencidlegyenletekbe behelyettesitjiik, ¢s képezzik az igy adodo
differencialegyenletek A", 4,7, 4" 4ltalanos megoldasainak 6sszegét:

A(r)= AV )+ AP(r)+ A2 (7). (1.3.77)
A nem-elfajuldo esetekben feltehetjiik, hogy ezek a megoldaskomponensek linearisan
fliggetlenek, igy a 4+2+2 = 8 szabad paramétert tartalmazé 0sszeg valoban az A;-ra vonatkozo

nyolcadrendii differencialegyenlet altalanos megoldasa.
Az (1.3.73) differencialegyenlet alapjan 4, ”-re levezethet

1d d[1d k> E2 1 d k>
e A(l) A(l) A s A(l) _ —A(l) -0
r dr { dr |:7" dr ( ) r2 k r2 |y dr (r k ) r2 k (1.3.78)
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differencidlegyenlet t.n Euler-tipust homogén fokszamu differencidlegyenlet, amelynek
altalanos megoldéasa

k = 0 esetén AV =C +Cr’ +Cilnr+Cy’ Inr,
k = 1 esetén AV =Cr+C,r’ +CInr ' + Cyrinr,
k> 1 esetén AV =Cr* +Cr*? + CyInr F + Cyrinr 2.

Az (1.3.74) differencialegyenlet alapjan A;@-re levezethet6

1d( d 1 1 i
;5(’”;’4'52))+[\/ U ‘F}A’EZ) - (137
0] stat

¢s az (1.3.75) alapjan A7 (r) -re levezethetd

1d( d 1 1 i
;;(745”)‘( 74—;4—7]‘4’5” - 1

stat

differencidlegyenletek Bessel-tipusu differencialegyenletek, amelyek éaltaldnos megoldasaban
szerepld fiiggvények tipusa részint a négyzetgyok alatti kifejezés eldjelétdl, részint maganak a
négyzetgyokot tartalmazo tagnak az eldjelétdl fiigg.

Tételezziik fel, - ahogy a rugalmas agyazasu korlemez vizsgalatanal is tettiik - hogy az
(1.3.79) ¢és az (1.3.80) egyenletben a négyzetgyok alatti kifejezés értéke pozitiv. Ebben az
esetben az (1.3.21) és az (1.3.71) figyelembevételével az

1 1

1 1 )* (pte* Et \*
[ =|———| = - 1.3.81
k[g ﬂ] (K lﬂJ ( )

stat
un. lengési karakterisztikus hossz valds hosszusagként értelmezhetd, €s a

E =L (1.3.82)

I,

valtozo transzformacid bevezetésével az (1.3.79) egyenlet a

9 dQAgf) (&) dA;(f) (€x) 2 127 42 —
() - + & — K] A =0
y ¢y, gk &y, £ 476 (1.3.83)

kanonikus alaku Bessel-féle differencidlegyenletté irhatd at. Ennek a megoldasai a Jy(&) ¢és
Ni(&) els6- és masodfaju k-adrendii Bessel-fiiggvények. Az (1.3.80) egyenlet ugyanezzel a
transzformacidval a
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id?AEf” (¢:)
dé;

(3)

+6, P (e 42406 0

k (1.3.84)
egyenletbe vihetd 4at, amely a modositott vagy képzetes argumentumt Bessel-féle
differencidlegyenlet kanonikus alakja. Ennek a megoldasai az (&) ¢és Ki(&) elso-, ill.
masodfaji k-adrendli modositott Bessel-fliggvények.

Az (1.3.78), (1.3.83) és (1.3.84) megoldasai egymastol linearisan fiiggetlen

fliggvények, ha tehat a lengési karakterisztikus hossz valos érték, az altalanos megoldas

AW 1 AP LA — AW L g (60) + Cole (62) + CrNe (€1) + Ca Ky (&) . (13.85)

Az A? és az A"’ megoldasban szerepld fiiggvényeknek jol ismert és szempontunkbél fontos
tulajdonsagai, hogy Ji(&) ¢és Ii(&) az origd kdrnyezetében korlatos értékil, mig Ny(E) és Ki($)
abszolut értéke a végtelenhez tart, ha a fiiggetlen valtozéval a nullahoz kozelitiink. A
forgasparaboloid-héj; megoldasaban csak olyan fliggvények juthatnak szerephez, amelyek az
r = (0 pontban nem szingularisak, vagyis fiiggvényértékiik és parcialis derivaltjaik értéke
véges. Emiatt az Ak(l) megoldasban C; és C,, tovabba az Ak(z) megoldasban Ny(¢é) €s az Ak(3)
megoldasban Ki(¢$) egylitthatdja - azaz az (1.3.85) egyenletben C; és Cy értéke 0.

A képzbfiiggvény ennek megfeleléen - az A;”-ban is alkalmazva a & fiiggetlen
valtozot, - a kovetkez6:

Hy = |C1p€l + Cop€y 72 + Cspdi(€) + Coli (€,) | cos k. (1.3.86)

A megoldasvektort (1.3.68) els6 sora alapjan képezve, egyuttal figyelembe véve a
képzofiiggvényeknek a differencidlegyenletbdl kiolvashatd sajatsagait, tovabba a Bessel-féle
fiiggvények alabbi azonossagait,

A1 (&) cos k] = %Ik (&) cos kY,

(1.3.87)
1
Ay (&) coskd] = _Ejk (&) cosk?
a kovetkez6t kapjuk:
1 1
wy = EAA{Hk} = Fl:[cs-]k(égk)"' Col, (‘fk )]COSklg )
1

R = AH, == 4 (e D5 = G, (6)+ Cot, (6 osis.

Ebben a megoldasvektorban nem szerepel a C; szabadon valaszthatd paraméter. Képezziik
ezért a megoldasvektort az adjungalt matrix masodik sora alapjan is:

W,({z) = %A{Hk}: RLIZ[A‘CZ(]C +1)§/§ _CSJk(é:k)-i_ C6Ik(§k )]cosk3 ’ (1.3.88)

F® = K[AA —H{Hk}z

@
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:K{_%(C@f +C, lf+2)+(ll4_ll4j(cs‘]k(§k)+Célk(é:k)):|COSk'9:
:—K{%(C1§:+C2 lf+2)+4L(C5Jk(§k)_Célk(é:k)):|COSk‘9 . (1.3.89)

Tekintettel arra, hogy ez a megoldasvektor mar tartalmazza az sszes szabad paramétert, ezt
hasznaljuk a tovabbiakban. Emlitésre mélté a megoldasrendszerben, hogy a képzoéfiiggvény
C; egyiitthatdju tagja, amely harmonikus fliggvény, csak F-ben ad megoldaskomponenst. Az
ennek megfeleld tag a w fliggvényben nyuldsmentes komponenst jeldlne ki.

1.3.4.4. A frekevenciaegyenlet és a rezgési elmozdulasi alakok

A frekevenciaegyenlet eldallitdsdhoz a kovetkezé feladatunk a differencial-
egyenletrendszer peremfeltételeinek érvényesitése a képzofiiggvényre. Ez ugy torténik, hogy
az (1.3.88)-bol és (1.3.89)-bdl kapott w és F fiiggvényt behelyettesitjik a peremfeltételi
egyenletekbe. Az r = a peremen:

E=a = (1.3.90)

I’

Az (1.3.6), (1.3.13), (1.3.8) ¢és (1.3.14) egyenletek a & valtoz6 alkalmazdsaval a
kovetkezdk:

2
k k k Sr=ay

{ o (ia—F +—K(l_v)i(i8—wj} -0, (1.3.92)
Sk=0y

05 & 09) R84\ & 09

2 2
{avsz La_W+L25_V2V]} 0. (1.3.93)
o \&oe go9)f,

{ﬁ(Aw)Jl;V)a_z[ia_WJ}m 0. (1.3.94)

9%, S 05,08\ ¢, 09

A behelyettesitések elvégzésével a négy peremfeltétel alapjan négy homogén linearis
egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer irhato fel a C;, Cs, Cs és Cys paraméterekre.

Az (1.3.91) — (1.3.94) egyenletrendszer nem-trividlis megoldasat az alabbi egyenldség
teljesiilése adja, mely a vizsgélt forgasparaboloid-héj frekvenciaegyenletének tekinthetd,
természetesen szabad perem esetén:

det(D(, (@)))=0, (1.3.95a)
részletezve:
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5
5
S

=0. (1.3.95b)

S

B@
ﬁb E >
a0 0N

S
IS
S
IS

(=2}

Az (1.3.95b) egyenletrendszer D egyiitthat6-matrixdnak 16 eleme az FI1. Fiiggelékben
talalhatd. Az (1.3.95) egyenletben, — mint ahogy azt a szabad peremii dgyazatlan, valamint a
rugalmas 4gyazdsu korlemeznél lattuk — minden egyes k-hoz ndovekvd o mellett
(=1,2,...,0 gyokot talalunk.

A rugalmasan agyazott korlemezzel valo rokonsagot mutatja, hogy a forgéasparaboloid-
héj D determindnsanak 3-4-ik oszlopdbdl és sordbodl alkotott blokk megtalalhaté a rugalmasan
agyazott korlemez frekvenciaegyenletében.

Az (1.3.95) feltétel nincsen tekintettel arra, hogy "valodi", vagy merevtestszerii
alakvaltozasokrdl van-e sz6, mivel azonban a lebegd szerkezet kiilsé erdk nélkiil nem
végezhet merevtestszerii periodikus mozgasokat, ezért ezeket ki kell zarnunk a megoldasbol.
Az, hogy az (1.3.95) feltétel megengedi a merevtestszerli mozgast is, abban jelentkezik, hogy
ak=0¢s k=1 értékeknél a D determindns ¢ értékétdl fliggetleniil zérus értéket vesz fel,
mert a determinans masodik soranak minden elemébdl kiemelheté a k szorzo, ill. az elsd
oszlop minden elemébdl ugyanigy kiemelhetd a (k- 1) szorz6. Az (1.3.95) feltétel fenti
formdjaban a k=0 és k=1 estekben igy éppen a "valddi" sajatrezgések vizsgalatat teszi
lehetetlenné. Ha azonban kiejtjiilk a masodik sorbol a £, ill. az elsé oszlopbodl a (k-1) szorzot,
megsziintetjiik a merevtest-szerli mozgéasok hatasat, és lehetdvé valik a "valodi" sajatrezgések
frekvenciainak meghatéarozasa.

A fenti értelemben moddositott (1.3.95)-6t teljesitd oy, az értekekbdl szamithatok a héj
sajatkorfrekvenciai és a peremfeltételeket teljesitd lengésalakok és igénybevételek.

A forgéasparaboloid-héj sajatkorfrekvenciai a a,-bol az alabbi levezetés alapjan
szamithatok.

Az (1.3.81)-bdl az (1.3.90) behelyettesitésével:

a_,; _ pto,,  Et

I a K KR

o’ -re rendezve, K képletét behelyettesitve:

, a,K E _ a\Ef E
Oy =—4 7+ 27 4 2 + 27
apt pR° a 12(1 1% )p PR
figyelembe véve (1.3.22)-t:
4 2 4 2.2 2 4 74
O = | 2B B | et |y (13.96)
“d'2-vi)p  pR* \a'12-v?) R a

ahol:
(1.3.97)
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Az (1.3.96) Osszefiiggés R = o esetén formalisan a sik korlemez (1.3.42) képletévé
egyszerlisodik.

A forgésparaboloid-héj korfrekvencia kifejezése formalisan azonos a rugalmas
agyazasu lemezével (Soedel (1986)), azonban a két szerkezet frekvencia képletében szerepld

or,-ek természetesen eltérdek. A rugalmas agyazasu lemez oy, sajatértékei az (1.3.36)
masodrendli determinans zérushelyeibdl, a forgéasparaboloid-héj sajatértékei pedig az
(1.3.95b) negyedrendii determindns zérushelyeibdl szarmaznak.

Amennyiben az (1.3.79), ill. az (1.3.80) egyenletben szereplé négyzetgyok alatti
kifejezés negativ értékii, akkor az (1.3.81) képlettel definialt lengési karakterisztikus hossz
nem értelmezhetd valds hosszusagként. Bevezetve a

’
= 1.3.98
Sk il ( )
valtozotranszformaciot, a lengésalakokat a
4,(&,)=Cber,&, + C.bei, &, + Ckei, &, + Ciker &, (1.3.99)

alakban kereshetjiik. Az (1.3.99) szerint feltételezett sajat-lengésalak a ber, beiy, keig, kery
ugynevezett k-adrendli Thomson-féle fiiggvényeket tartalmazza. Ezek voltaképpen a képzetes
rendszdmu Bessel-féle differencidlegyenlet komplex argumentumti ¢és komplex értéki
megoldasfiiggvényeinek valos €s képzetes része alapjan szdrmaztatott valds valtozoju és valos
értékli fiiggvények. Koziilik a mérnoki feladatokban gyakrabban eléforduld nulladrendii
(k=0 indexll) fiiggvények pl. a rugalmasan &gyazott korlemezek korszimmetrikus
megoldasaiban jatszanak szerepet (Markus (1964)). A zérus index elhagyasaval ezeket
egyszerlien Thomson-féle fiiggvényeknek szoktdk nevezni.

Az [ lengési karakterisztikus hossz képzetessé¢ valasanak a lehetdsége tehat azzal a
kényelmetlenséggel fenyeget, hogy a lengésvizsgalat teljessé tétele érdekében az (1.3.95)
frekvencia-egyenlet kifejezéseit (1.3.99)-nek megfelelden at kell alakitani. A numerikus
vizsgalatok sordn olyan matematikai programcsomagot hasznaltam (MATLAB), mely a
komplex argumentumu Bessel-fiiggvények alkalmazasat is lehetdvé tette. Ebbdl kdvetkezden
nem volt sziikség az (1.3.95) Thomson fiiggvényekkel valo felépitésére.

Az [ lengési karakterisztikus hossz akkor valt képzetesbdl valosra (1.3.81) szerint, ha

[, =1, . Az ehhez tartozo korfrekvencia az alabbi mddon szdmithato:
plo’  Et , E . C
—=— - 0 =— - 0 =—
K KR PR

A fenti gondolatmenetbdl kovetkezik, hogy a valtas az (1.3.97)-ben megadott ayp-nal
kovetkezik be, tehat @ =aw,, mely valés lengési karakterisztikus hossz esetén a
sajatkorfrekvenciak alsé korlatja.

A sajatfrekvencidk ismeretében egy adott k& ¢ modduszhoz az elmozdulési
alakfiiggvény egyszertien eldallithato. Az (1.3.88) lehajlasfiiggvény 3 fliggetlen egyiitthatot,
(Cs, Cs, Cp) tartalmaz, ezek meghatarozasadhoz 3 egyenlet sziikséges.
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Az (1.3.95) egyenletrendszer 4 egyenletébdl tetszéleges mddon valasszunk ki kettot,
mely tartalmazza a C;, i = {2, 5, 6} egylitthatokat. Tegyiik hozzajuk a &, =, peremen az

egységnyi elmozdulast kifejezd

We = #[46‘2 (k + l)alf,(’, - CSJk (ak,4)+ Célk (ak,tf )]: 1 (1.3.100)

k

egyenletet. Az igy eldallé nemszingularis egyiitthatomatrixti egyenletrendszerben a C;, i = {2,
5, 6} egylitthatok jelentik az ismeretleneket. Ebbdl az egyenletrendszerbdl a fenti egytitthatok
szamithatok.
Figyelembe véve a gylrlirdnyu valtozas fiiggvényét is, a keresett rezgési
elmozdulésfiiggvény:
¢, = 4,(r,C,,C,C,)cosk$, (1.3.101)

mely a peremelmozduldsra normalt.
Rezgési alakfliggvényt ugy kapunk, hogy ¢, , -hez hozzaadjuk a szerkezet alakjat leiro

z—iﬁi venyt
R ggvenyt.

1.3.5. Mintapéldak

A fentiekben ismertetett analitikus szamitasi eljardishoz MATLAB programot
dolgoztam ki, melynek felhasznéaldsaval egy szabad peremii forgasparaboloid-héj és egy
azonos alaprajzi méretli, vastagsagl és anyagu szabad peremi agyazatlan korlemez, valamint
egy rugalmas agyazasu korlemez sajatrezgéseit szamitottam. Abrazoltam a jellegzetes
elmozdulasi alakokat és ezek metszeteit. Osszehasonlitottam a haromféle szerkezet rezgéseit.
Vizsgaltam a geometriai jellemzOk valtozdsanak hatdsat a forgdsparaboloid-héj
sajatfrekvencidira.

1.3.5.1. A forgasparaboloid-héj sajatfrekvenciai és rezgési elmozdulasai

A forgéasparaboloid-héj sajatrezgéseit egy Urszerkezetként alkalmazhato, szabadon
lebegd 1.3.3. dbra szerinti tAnyérantenna esetén vizsgaltam.

t=0.001 m

a=25m

o

R=40m

»

i
i
i
i
i
|
|
)
1
|
i
|

1.3.3. &bra: A vizsgalt héjszerkezet geometriai adatai

A héj anyaga aluminiumétvozet. A figyelembe vett anyagjellemzok:
— rugalmassagi modulus: E;=70 kN/mmz;
— testsiirliség: p = 2700kg/m’;
— Poisson tényez6: v=1/3.
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A kidolgozott MATLAB programmal meghatdroztam a vizsgalt héjszerkezet
sajatkorfrekvenciait. Ellendrzésképpen végeselem modszerrel - az ANSYS programmal - is
elvégeztem a szamitast. A rezgési elmozduldsok szimmetria tulajdonsagat kihasznalva fél
gombsiiveg-héjat és korlemezeket modelleztem poléaris rendszerben, nyolccsomdpontos
héjelemekre felosztva. A végeselem programmal meghatarozott elsé 14 sajatkorfrekvencia jo
egyezést mutatott az analitikus szamitasbol kapott megfeleld értékekkel.

1.3.2. tablazat: Az alternativ modszerekkel kapott
sajatkorfrekvencidk () 6sszehasonlitasa.

i ’ Analitikus moédusz ANSYS
[Hz] SOTSZ. [Hz]

2 0 1.39 4 1.41
3 0 3.37 5 341
4 0 6.06 6 6.12
5 0 9.44 7 9.52
6 0 13.45 8 13.56
7 0 18.06 9 18.19
8 0 23.24 10 23.39
9 0 28.95 11 29.11
10 0 35.17 12 35.33
11 0 41.86 13 42.03
12 0 49.03 14 49.19
13 0 56.65 15 56.80
14 0 64.72 15 64.85
15 0 73.24 17 73.34

A tabldzatban k a gylrliiranyG hulldmszamot, ¢ a rezgési alakok gylrtirany(
csomovonalainak szamat jelenti.

Az ANSYS modell (1.3.4. abra) 2400 db nyolccsomopontos shell93 tipusu elemet
tartalmazott. A modell az ANSYS 10-es verziojaval késziilt.

——
e -
s .
eees SSessecs
S RS,
SO S N S
LSS TR
SIS S L O ST ST
B e AR
AR S S AR RORSRS
AR A SS S S S AT
RS SRS
LA S S SR RTR
R ESS e
A S
A frEessetNetiiaty
A R
[77+ ...i..'.l..iii.. O‘i‘:‘“ 8!

EEmEEEEEEEEE

1.3.4. abra: Az ANSYS modell.

Az 1.3.3. abra szerinti forgdsparaboloid-héj analitikus uton szamitott rezgési
sajatértékeit az 1.3.3a-b tablazatban, a sajatkorfrekvencidit az 1.3.3d-e tabldzatban foglaltam
0ssze.
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1.3.3a tdblazat: Forgasparaboloid-héj oy, sajatértékei (1 mm vastagsag)

k=0 1 2 3 4 5 10 15

ol ] 15.974+| 15972+ 15966+ | 15953+| 15.661+| 14447+
15.9744| 15.972-i| 15.966-| 15.9534| 15.661-i| 14.447-

3.01 4.53 5.93 7.26 8.54 978| 15.67| 2135

6.21 7.74 9.19| 10.58| 11.93| 1324 19.50| 25.48

9.37 10.91 12.38 13.81 15.20 16.55 23.04 29.21
12.53 14.07 15.56 17.01 18.42 19.81 26.45 32.77
15.67 17.22 18.72 20.19 21.62 23.03 29.79 36.24
10 31.40 32.96 34.49 35.99 37.48 38.95 46.06 52.89

DA |W [N —

1.3.3b tablazat: Forgasparaboloid-héj o, sajatértékei (1 mm vastagsag)

k=16 17 18 19 20 21 22 23

13.958+ | 13.310+| 12.411+| 11.044+| 8.285+
13.9581 | 13.310-1| 12.411i| 11.0441| 8.285:

=0 12.889| 16.838| 19.345

1.3.3c tablazat: Forgéasparaboloid-héj ., sajatértékei (10 mm vastagsag)

k=0 1 2 3 4 5 6 7
ol - ] SO37+| 4972+| 4794+ | 4372+[ 3034+
- 5.0374| 4.972i| 47944| 43724] 3.0344]

1.3.3d tablazat: Forgasparaboloid-héj ax; sajatkorfrekvenciai [Hz] (1 mm vastagsag).

k=0 1 2 3 4 5 10 15

- - 1.39 3.37 6.06 9.44 35.17 73.24
127.31 127.40| 127.60 | 127.97| 128.59| 129.51 141.25 170.64
127.66| 128.17| 129.02 130.32| 132.14| 134.59 158.76 | 205.97
129.16| 130.71 132.91 135.89| 139.72| 144.48| 183.65| 248.01
133.17| 136.53 140.89 | 146.31 152.86| 160.56| 21598| 296.60
141.28| 147.23 154.43 162.90| 172.63 183.59| 25535 351.38
10| 276.89| 29931| 321.48| 34730| 372.78| 399.19| 544.24| 709.25

N b WD~ |O

1.3.3e tablazat: Forgéasparaboloid-héj ax; sajatkorfrekvenciai [Hz] (1 mm vastagsag).

k=16 17 18 19 20 21 22 23
¢=0| 8220 91.61 101.48| 111.80| 122.60| 133.86| 145.61 157.85
¢=1| 179.06 188.36| 198.52| 209.53| 221.37| 234.02| 247.46| 261.68

1.3.3f tablazat: Forgasparaboloid-héj ay; sajatkorfrekvenciai [Hz] (10 mm vastagsag).

(=0 - - 13.50 31.57 55.25 84.32| 118.72| 158.44
(=1 129.29| 137.19| 154.66| 183.20| 222.56| 271.74| 329.69| 395.60
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Az 1 mm vastagsadgu héj esetén az 1.3.3a-b tablazatok / =0 sora a k =20 oszlopig komplex,
mig k=21-t6l wvaldés o, értékeket tartalmaz. Természetesen e sajatértékek komplex
voltanak nincs koze a csillapitashoz, hiszen az (1.3.2) egyensulyi egyenlet nem tartalmaz
csillapitasi tagokat. Az /; hossz k = 21-t61 valik valossa (1.3.3b tablazat), azaz [, >/, teljesiil

stat
¢s az 1.3.4.4. fejezet szerint a hozzatartozo sajatkorfrekvencia meghaladja az @, = c/R
értékét, mely esetlinkben 127.29Hz (1.3.3e tablazat). Minél vastagabb a héj, a fenti valtas
anndl kisebb k-nal kovetkezik be. Ha pl. azonos kialakitds mellett a héj vastagsdga 10 mm
lenne, akkor a sajatértékek k = 7-t0l kezd6édden lennének valosak (1.3.3c és 1.3.3f tablazat).
Az 1.3.3d tablazat értékekeit a k és ¢ paraméterek fiiggvényében grafikusan is
abrazoltam (1.3.5. dbra). Természetesen a grafikon csak k& és ¢ diszkrét értékeire vonatkozik.

6004

4004

200

0.l
15

1.3.5. ébra: Forgasparaboloid-héj ay; sajatkorfrekvenciai [Hz].

Az 1.3.6 — 1.3.8. abrakon a forgéasparaboloid-héj néhany jellegzetes modusza lathato.
Az 1.3.6. adbra egy az 1.3.3. tdblazatok ¢ =0 sorahoz tartozd elmozdulds-alakot mutat. Az
abran gylrlirdnyt hulldmzast figyelhetiink meg. A héj csucspontja helyben marad, a
hullimhegyeket és a hullamvdlgyeket sugarirdnyl csomovonalak (zérusvonalak) valasztjak el.

1.3.6. abra: Forgasparaboloid-héj rezgési elmozdulés-alakja ¢ = 0 és k = 6 paraméterre
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Az 1.3.7. abran egy a k = 0 oszlophoz tartozd rezgési elmozdulas-alak lathatd. Az el6z6
abraval ellentétben itt nem gylirliiranyd, hanem sugériranyt hullamzast figyelhetiink meg.

1.3.7. abra: Forgasparaboloid-héj rezgési elmozdulés-alakja ¢ = 3 és k = 0 paraméterre

Az 1.3.8. abran egy (#0 és k# 0 modusz lathatd. A rezgési elmozdulas-alak mind gytri-,
mind sugériranyban hullamzik. A héjszerkezet csucspontja helyben marad.

1.3.8. abra: Forgasparaboloid-héj rezgési elmozdulés-alakja / = 2 és k = 4 paraméterre

Az 1.3.6. és az 1.3.8. dbrdkon a gyliriiiranyt felosztast ugy valasztottam meg, hogy a
sugariranyi csomovonalak egyenes vonalként jelenjenek meg.

Az 1.3.9 abra a forgésparaboloid-h¢j /=0 ¢és k=2, 3, 4, 5 paraméteri rezgési
elmozdulés-alakjainak fél metszetét dabrdzolja a peremeltoléddsra normalva, ott, ahol
cosk3=1. Az r=0 abszcisszdju pont a héj csucspontja. Megfigyelhetd, hogy a &k
novekedésével a rezgési elmozdulas-alak meridianja a csucspont kdrnyékén egyre laposabb és
a peremeknél egyre meredekebb lesz.
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Normalt kitérés
1 -

0.8T

0.6

0.4

0.21

1.3.9. ébra: Forgésparaboloid-héj rezgési elmozdulas-alakjainak metszete
(=0¢ésk=1{2,3,4,5} paraméterre.

Az 1.3.10. abra a forgéasparaboloid-héj azon rezgési elmozdulas-alakjainak fél metszetét

mutatja, melynek paraméterei k=0 és /= {1,2,3,4}. Ezeket a moduszokat ugyancsak a
peremeltolodasokra normaltam.

Normalt kitérés
3-

1.3.10. &bra: Forgéasparaboloid-héj rezgési elmozdulas-alakjainak metszete
k=0¢és?¢=1{1,2,3,4} paraméterre.
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Az 1.3.11. abran a k=3 ¢és (={1,2,3,4} paraméterli rezgési elmozdulas-alakok fél
metszetét latjuk, ugyancsak coskd =1esetén. Ha k>0 akkor a rezgési elmozdulas-alak
ordinatdja a csucsponton zérus.

Normalt kitérés
15

05+

05}

1.3.11. &bra: Forgéasparaboloid-héj rezgési elmozdulas-alakjainak metszete
k=3¢és0(=1{1,2,3,4} paraméterre.

1.3.5.2. Forgasparaboloid-héj és a szabad peremii agyazatlan korlemez
Az 1.3.3. 4bra szerinti forgasparabolid-héjbol az R = oo valasztassal szdrmaztatott
agyazatlan korlemez sajatkorfrekvencidit a MATLAB programmal szamitottam, melyeket az

1.3.4. tablazatban foglaltam 0ssze. A sajatkorfrekvencidk kozvetleniil is meghatdrozhatok az
1.3.1. tablazatbol az (1.3.42) képlet segitségével.

1.3.4. tablazat: Agyazatlan korlemez ay, sajatkorfrekvenciai [Hz].

k=0 1 2 3 4 5 10 15

=0 - - 1.31 3.05 5.36 8.23 30.76 66.53
1 2.26 5.12 8.79 13.20 18.30 24.06 62.37| 115.71

2 9.61 14.93 21.04 2791 35.50 43.78 95.24| 162.60

3 21.90 29.68 38.24 47.56 57.60 68.37| 132.51| 213.10

4 39.13 49.37 60.38 72.14 84.64 97.87 174.53 | 268.00

5 61.28 73.98 87.44| 101.65 116.61 132.30| 221.38| 327.56

10| 24590| 270.89| 296.64| 323.13| 350.37| 37835| 529.15| 697.73

Az 1.3.3d. és az 1.3.4. tablazatot Osszehasonlitva azt talaljuk, hogy az ¢ = 0 sorbeli
értekek kozel vannak egymashoz. A forgédsparaboloid-héj frekvenciai kicsit magasabbak,
mert, ha csekély mértékben is, de érvényesiil a membranmerevség. A héj ¢ = 0-hoz tartozo
moduszaiban a membran deformacidk alarendelt szerepet jatszanak, mely a rezgési alakok
tanulmanyozasaval is beldthat6. Ezek a moduszok kozel allnak az (1.3.56)-tal definialt (de
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meg nem valosuld) nyuldsmentes alakvaltozasokhoz. Az analitikusan meghatarozott
elmozdulés-alakok sugarirdnyt metszeteit kirajzoltatva ez kozvetleniil is beldthat6. A
moéduszok gylrliiranya hulldmzasanak fokozodasaval a deformaciok a héj peremkdzeli
savjaban koncentralodnak és igy az R gdmbi gorbiileti sugar szerepe fokozatosan csdkken.

Az 1.3.3d. és az 1.3.4. tdblazat ¢/ = 1 sordban a sajatkorfrekvenciak kozott k kis
értekeinél nagy az eltérés. Kis gylriirdnytl hulldmszam esetén a forgéasparaboloid-hé;
moduszaiban a membran deformacidk dominalnak. A gylirtiirdnyu hullamok szaporodasa a
hajlitasi deforméaciot juttatja egyre nagyobb szerephez és ezért az 1.3.3d. ill. 1.3.4. tablazatbeli
értékek — azonos sorokban ndvekvo k értékek mellett — % -osan csdkkend eltérést mutatnak.

Az ¢ > 1-hez tartoz6 mdéduszokban egyre jelentdsebb a sugariranyu hajlitas szerepe. A
tablazatok oszlopai mentén lefelé¢ haladva megallapithatjuk, hogy a forgasparaboloid-héj és az
agyazatlan korlemez sajatkorfrekvencidi egymashoz tartanak. A tablazatokban az /¢ = 10 és
k =15 paraméterekhez tartoz6 sajatkorfrekvencidk kozott mar szdzalékosan minimalis az
eltérés.

1.3.5.3. Forgasparaboloid-héj és a rugalmasan agyazott korlemez

Vizsgéltam a helyettesité — (1.3.60) képletbél szamitott, C = 43.125 kN/m*/m agyazasi
tényezdjli — rugalmasan agyazott kdrlemez rezgéseit is.

Az 1.3.5. tdblazatban a "helyettesitd rugalmasan agyazott korlemez" MATLAB-bal
szamitott sajatkorfrekvencidit adtam meg. Az agyazis a forgasparaboloid-hé¢j membran
merevségét helyettesiti. Az 1.3.3d. és 1.3.5. tdblazat Gsszehasonlitasaval e helyettesités
josagat itélhetjiilk meg.

1.3.5. tablazat. Rugalmasan agyazott korlemez y , sajatkorkorfrekvenciai [Hz].

k=0 1 2 3 4 5 10 15

(=0 *127.29| *127.29| 12731 127.33 127.41 127.56| 130.96| 143.63
1 127.31 127.40| 127.60| 12798 | 128.60| 129.55 141.75 172.03

2| 127.66| 128.17| 129.02 130.32| 132.15 134.61 158.98 | 206.50

3 129.16| 130.71 132.91 135.89| 139.72| 144.49| 183.75| 248.23

4| 133.17| 136.53 140.89 | 146.31 152.87| 160.57| 216.02| 296.70

5 141.28| 147.23 154.43 162.90| 172.63 183.59| 25537| 35143

10| 276.89| 299.31 321.48 | 34730| 372.78| 399.19| 544.25| 709.25

Az (=0 -hoz tartoz6 moéuszokban jelentds eltérés tapasztalhatd. A rezgési alakok
ugyan hasonléak, mégis a rugalmasan agyazott korlemez sajatkorfrekvencidi joval
magasabbak. Ennek oka az, hogy mig a forgasparaboloid-héj — a membran merevséget csak
csekély mértékben juttatva szerephez — alapvetden hajlitd rezgéseket végez, addig az agyazott
korlemez esetén a - membran merevséget helyettesitdé — Winkler-dgyazat rugoiban tekintélyes
rezgési energia tarolodik. A forgasparaboloid-héj ¢ =0 moduszaiban az elsé néhany k-hoz
komplex ¢, tartozik. Matematikailag ez a magyarazata annak, hogy ezekben a moduszokban
forgasparaboloid-héj esetén miért adodhat kisebb sajatkorfrekvencia az (1.3.97) fiktiv 4gyazas
altal képviselt értéknél, mely esetiinkben @, = 127.29Hz.

Az (=0 sorban a *-gal jelolt helyeken a rugalmasan d&gyazott korlemez
merevtestszeri mozgasaihoz tartozd sajatkorfrekvenciak szerepelnek. Ezek a rezgési
allapotok a rugalmas agyazas, mint kiilsé kényszer, révén johetnek létre. A lemez vagy
onmagaval parhuzamos eltolodasokat (k= 0), vagy valamely tetszdleges atmérdje koriil
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billegd mozgasokat (k = 1) végezhet. A merevtestszerii mozgasok kozben a lemez nem vesz
fel alakvaltozasi energidt, tehat a sajatkorfrekvenciat a rugdmerevség alapjan, elemi uton
szamithatjuk. Az (1.3.97)-b6l szamitott @, a rugalmasan 4gyazott korlemez
sajatkorfrekvencidinak also korlatja és egyuttal torlodasi pontja.

Az ¢ >1 moéduszokban a forgdsparaboloid-héj és a rugalmasan agyazott korlemez
sajatkorfrekvenciai kozott %o-nél kisebb az eltérés. Ezekben az esetekben a rugalmasan
agyazott korlemez valoban jo helyettesito szerkezet.

1.3.5.4. Az osszehasonlitasokbol levonhato kovetkeztetések

A forgéasparaboloid-héj rezgésvizsgalatabol megallapithato, hogy az / =0 és az ¢ > 0
moduszok alapvetden kiilonbéznek egymastol. Az eldbbiek kozelitden nytlasmentes
deformadciot, az utobbiak - kis ¢ és k paraméterek mellett - dontéen membran deforméciot
képviselnek. Ezzel 6sszhangban Rayleigh (1945) is a héjszerkezetek sajatrezgéseinek két
csoportjat kiilonboztette meg.

A Soedel (1986) megallapitdsa szerint, a rugalmasan agyazott kdrlemez modell
kozelitben minden modusz esetében alkalmazhatd a forgasparaboloid-héj rezgés-
szamitasdhoz. Végeselemes futtatdsokkal Pluzsik (2000) megéllapitotta, hogy a rugalmas
agyazasu lemezzel valo kozelités a legalacsonyabb frekvencidknal hibas eredményt ad.

Az analitikus szamitasokbol a vizsgéalt harom szerkezetfajta kiilonb6z6 moduszaira
kapott sajatfrekvenciak (1.3.3d., 1.3.4., 1.3.5. tablazat) 6sszevetésével megallapithato, hogy a
forgasparaboloid-héj gylirliirdnyi csomodvonalat nem tartalmazo (¢ =0) rezgéseinek
sajatfrekvenciai az dgyazatlan korlemezével, mig az egy vagy tobb gylrliiranyl csomoévonalat
tartalmazo rezgések frekvenciai a rugalmas dgyazasu korlemezével kozelithetok.

Csuklos ¢s befogott perem esetén az itt targyalt, a permek fodrozddasat mutatod
kozelitdleg nyulasmentes ¢ = 0 moduszok nem tudnak kialakulni.

1.3.5.5. A geometriai jellemzok hatasa a forgasparaboloid-héj rezgéseire

A tovabbiakban azt vizsgaltam, hogy a geometriai jellemzdk, az alapkor a sugara, az R
gombi gorbiileti sugar, valamint a ¢ héjvastagsag hogyan befolyasoljak a forgasparaboloid-héj
sajatrezgéseit.

A 1.3.5.4 fejezet eredményeire tamaszkodva szétvalasztottam az /=0 és />0

moduszokat. Az ¢ =0 kozelitéleg nytldsmentes moduszok sajatfrekvencidit az agyazatlan
korlemez sajatfrekvenciaival vetettem Ossze.

A forgasparaboloid-héj és a korlemez ., sajatkorfrekvenciaibol az alabbi hanyadost
képeztem:

. Oy . par (@, R, 1K)
ko =
a)k,O,kb'r(a’t’k)

(1.3.102)

Tekintettel arra, hogy, — rogzitett ¢ esetén is — a forgdsparaboloid-hé;
sajatkorfrekvencidiban a geometriai jellemzdk és a k gylrlirdnyu hulldimszdm egyiittesen
négy valtozot jelent, megkiséreltem ezek szamanak csokkentését. A sajatérték keresd eljaras
segitségével azt taldltam, hogy a geometriai jellemzék egyesitheték az Rt/a’dimenzidtlan
paraméterben. Probafuttatasokbol megallapitottam egyrészt, hogy az Rt/a’ tort tetszbleges
konstanssal valo bdvitésével szemben az @y o par kozel invarians, ezért elegendd az R/a ill. t/a
valtozasat vizsgalni. Megallapitottam masrészt, hogy konstans Rt szorzat mellett az R és ¢
egymassal forditottan ardnyos valtoztatdsa az wy,par tényezdk értékét csak kis mértékben
befolyasolja.
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Az 1.3.12. abra a gxo(R) fliggvényeket tartalmaz, két kiilonbozo £, és két kiillonbozd Rt
szorzat kombinécidira vonatkoztatva. Az a értéke az 1.3.3.4abra szerinti 2.5 m. Az R gémbi
sugar - melyet logaritmikus Iéptékében tiintettem fel - vizsgalt tartomanya: R={4aq,...,800a}
volt. A konstanstol csak csekély eltérés tapasztalhato k£ = 2 mellett kis R esetén.

Gro [m]

1.15F k=15; Rt/a?= 4*107 |
1af

1.05p k=2; Rtfa>= 0.08

k=2; Rt/a’>= 4¥10°

k=15; Rt/a’=0.08 |

0.95f

10° 10 10 R [m]

1.3.12. abra: Az g;, tényezok fiiggése R-t6l konstans Rt szorzat esetén.

A 1.3.12. dbra tantisaga szerint a fenti gxo hanyados kétvaltozos fliggvényre redukalhato:

Rt
a)k,O,par (az’kj
e ) (13.103)

B0 = @y o kir (a,t,k)

Az (1.3.103) az /=0 moduszokban a helyettesitd agyazatlan korlemez alkalmazhatosagat
mutatja.
E kétvaltozos fiiggvény axonometrikus grafikonjat az 1.3.13. dbraban adtam meg

az /=0 esetre, a k= {1,..,15} és Rt/a’={4.107,..,0.08} tartomanyon. A grafikon a k
paraméter tekintetében diszkrét értékekre vonatkozik.

qro
1.2

1.15 4 -

1.1 foe

1.05

0.08

1.3.13. abra: A forgéasparaboloid-h¢j és a korlemez ay, sajatkorfrekvenciainak hanyadosa
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1.4. FORGASPARABOLOID-HEJ SAJATREZGESEI
A NYIRASI ALAKVALTOZASOK FIGYELEMBEVETELEVEL

A 1.3. fejezetben a forgéasparaboloid-héjat a nyirasi alakvaltozasok elhanyagolasaval,
azaz végtelen nagy nyirdsi merevség feltételezésével vizsgaltam. Ez az elhanyagolas a
1.3.3. abra szerinti szerkezetnél biztosan helytallo, mert a szerkezet anyaga homogén ¢és a
vastagsaga tobb nagysagrenddel kisebb, mint a gorbiileti sugara, vagy az alapkorének sugara.
Ha a héj nyirasi alakvéltozdsa nem hanyagolhat6 el, mert a vastagsdga jelentds, vagy, mert
olyan szendvics szerkezetli, ahol a mag nyirasi merevsége kicsiny, akkor az (1.3.2) - (1.3.3)
alapegyenleteket modositani kell. Ez a moddositds a Thimoshenko-rudak, vékony vagy
vastaghéjalasu szendvicsszerkezeteknél (Allen (1969)) alkalmazott megoldassal, az

------

1.4.1. A nyirasi alakvaltozas alaposszefiiggései

Kozelitésként a feliilet lehajldsa mind matematikailag, mind fizikailag két részre
bonthat6 fel (Hegediis (1979)):

w=w, + W, (1.4.1)

ahol: wp a hajlitasbol, wg a nyirasi alakvaltozasbol szairmazo lehajlas (1.4.1 abra).

1.4.1. abra: A hajlitasbol és a nyirasbol szarmazo6 lehajlas

Ha minden merevségi jellemzd allandd a felillet mentén, akkor a lehajlas és a feliiletre
merdleges teher kapcsolata:

KAAw, + K, AAwg = p, (1.4.2)

ahol: K a szendvics teljes hajlitasi merevsége, K; a héjalasok sajat hajlitomerevségének
Osszege. Bevezetve a Ky = K - Ky jelolést a fenti differencidlegyenlet igy irhato:

KAAw, + K, AAw=p,+ ps=p. (1.4.3)
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Nyir6-igénybevételt csak a p, = K, AAw, teher okoz, ezért a mag nyirasi deformacidja is csak
a pp teherbdl szarmaz6 QOp nyirderd kovetkezménye. Valamely ¢ normalvektori metszetben a
Op nyirdero:

0,,=-K, %(AWB). (1.4.4)

A wg lehajlas a szerkezet nyirasi alakvaltozasabol — szogtorzulasabol — szarmazik,
ezért a wy lehajlasfiiggvény ¢ irdnyu elsd derivaltja megegyezik a y, szogtorzulassal:

0,

V=g (1.4.5)

ahol: § a teljes szerkezet effektiv nyirasi merevsége, tovabba:

oy _ Do (1.4.6)
o S

Az (1.4.4) és (1.4.6)-bOl ¢ szerint integralassal és az integracids konstans melldzésével adodik
a wp és wg kapcsolata a kovetkezoképpen:

Wy = —%AWB . (1.4.7)

Az (1.4.1), (1.4.2) és (1.4.7) a hajlitott vastaghéjalasu szendvicsek alapegyenletei.
Ebbdl a vékonyhéjalasti szendvicsekre vonatkozd Osszefliggések a K = 0 és Ky = K
helyettesitéssel nyerhetok.

1.4.2. A képzofiiggvényes modszer alkalmazasa

A tovabbiakban vastag homogén anyagu feliiletszerkezet rezgését vizsgalom, mely
viselkedését tekintve a Timoshenko-rudakkal mutat rokonsagot. Ekkor a K; = 0, és igy a

EF
S =Ko
12(1-v7)
Alkalmazva az (1.4.1) szerinti felbontdst, a héj szabad rezgéseit leird (1.3.66)
differencidlegyenlet-rendszer a kovetkezOképpen modosul:

teljes hajlitasi merevség: K =

KAA - pto* - ptor’ —lA
| 1R Wy
—A lA —AA |- wg |=0, (1.4.8)
R R Et
F
KAA SA 0

ahol: az egyetlen rétegbdl kialakitott ¢ vastagsagi, homogén, £ rugalmassdgi modulusu héj
esetén az S nyirasi merevség a korabban bevezetett jeldlések alkalmazasaval:
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psE
S = t=p.Gt, ahol: =12. 1.4.9
2(1+V) Ps Ps ( )

Az (1.4.8) differencialegyenlet-rendszer megoldasahoz ismét a képzofiiggvényes
eljarast alkalmazom. Ehhez eld kell allitani az (1.4.8) operatorméatrixanak determindnsat:

2 2
det(@s)z%jf—(%—m%] A“—[S'OTCO—%] A (1.4.10)

¢s adjungaltjanak transzponaltjat:

_ 5 AMA K Aana S_KAWA
Et Et R R
) ! S K 2 2
adj(®;) = A AN (pte’s - pte’ KA - SKAAA |
2 2
AL VN R VY LIV
E R E R ) Et R

(1.4.11)

Az operatormatrix adjungaltjanak minden eleme tartalmaz legalabb egy A operatort, ezért az
(1.4.10)-bdl kifaktorizalhat6. A keresett képzofiiggvény karakterisztikus differencidlegyenlete
ennek megfelelden az alabbi:

2 2
LIV PV - 2 N LA | (14.12)
Et S SR K KR

A A-ban elséfoku tag — a % tényezo kiemelésével — alabbi

2 2
pro” Bty pen  BAR L (1.4.13)
S SR K KRJS

atalakitasa mutatja a nyirasi alakvaltozds nélkiili esethez valdo atmenetet. A nyirasi
alakvaltozas elhanyagoldsa formalisan a feliiletszerkezet S nyirdsi merevségének végtelenhez
tartasat jelenti. Ezzel a fenti tag zérushoz tart és igy visszakapjuk a nyirdsi deformacio nélkiili
(1.3.66) differencialegyenletet.

A tovabbiakban a 1.3. fejezet szerinti megoldas modszerét kovetve alakitsuk szorzatta
e masodfoku kifejezést. Ehhez alkalmazzuk a mar korabban bevezetett jeloléseket:

11 1 _po’ B
K  KR?

(1.4.14)

474
lk Za) lstat

Ennek felhasznélasaval az (1.4.12) differencidlegyenlet :
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%AA{AA+ZL4§A—ZL4}H,( =0 (1.4.15)

A szogletes zardjelben 1évé kifejezés szorzatta alakitdsahoz bevezetve az [-bol
szarmaztathat6 alabbi /; és [, hosszakat:

/= ! : (1.4.16)
K 1K
41587 T I oIS

l, = ! (1.4.17)

K1 K
A8S* 1P 21'S

A nyirasi alakvaltozasokkal kiegészitett rezgési probléma karakterisztikus egyenlete (1.3.72)-
hoz hasonlo, de eltérd karakterisztikus hosszakkal:

K yalas L a-tlm, =o. (1.4.18)
Et A 2
A valtozok szétvalasztasaval:
S pala+ L1 a- L4, (r)eosks]=o. (1.4.19)
Et I 2

A fenti differencidlegyenlet altaldnos megoldasa is harom részbdl tevédik ossze. Az A"

megoldasa mar ismert a 1.3.4.3 fejezetbdl, mint az (1.3.78) altalanos megoldasa. A masik két
megoldascsoport:

AP =C,,J, (lij +C,,N, [zﬁj (1.4.20)
1 1

AD =C, I, [ j+c8k1< [ ] (1.4.21)
12 12

A megoldasbol a csucsponti szingularitasok kizdrdsa miatt az (1.3.85)-hoz hasonléan csak
négy tag marad meg. Az 4" megoldasfiiggvényekben szamitastechnikai megfontoldsokbol

r . r 4 4 71
tovabbra is a — valtoz6t hasznaljuk:
k

k k+2
H, = {C"‘(zij + CZk(Zij +Cy,J, (z j+ C,I, [z ]]cosk&. (1.4.22)
k k 1 2
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Legyen ismét a masodik sor a generdld sor. Ebbdl a masodik sorbdl emeljiik ki a
ko6z0s A operatorszorzot, valamint az S nyirasi merevséget:

adj(®s)2, = SA{— %A ;(—RAA [ptaf — ptay’ %A - KAAH =

_spl-ta Ean o k[ LK aanll (1.4.23)
R SR s

Az (1.4.22) képzofiiggvény és az (1.4.23) transzponalt, adjungalt operator matrix
segitségével allitsuk el6 a wB(r,S) és ws(r,z9) lehajlas fliggvényt és az F (r,S)
fesziiltségfiiggvényt. Ennek alapjan a megoldéasok:

1
WB :—EAHk,
K
Wy =g MM, (1.4.24)
1 K
F:K[F—WA—AAJH]{

A fenti operaciokat a négytagi H, (r,19) fliggvényen végrehajtva €s az (1.3.87) azonossagokat

is felhasznalva, MATLAB segitségével eloallitottam az (1.4.24) megoldasfiiggvények
polarkoordinatas alakjat.

A szabad peremii forgasparaboloid-héj vizsgalatdhoz a nyirdsi alakvaltozasok
figyelembevétele mellett is alkalmazhatok a szabad peremre vonatkozd feltételek (1.3.6),
(1.3.8), (1.3.13) és (1.3.14) szerinti megfogalmazasa. Az M, radialis hajlito- és M, csavaro-

nyomatékokbdl és a T, peremerdkbol konstrualt (1.3.8) és (1.3.14) peremfeltételekben a csak
a wg lehajlasok szerepelnek. A ws nyirdsi deformdciok csak a fesziiltségfiiggvénnyel kifejezett
(1.3.6), (1.3.13) peremfeltételekben fordulnak eld.

Az r=a peremre vonatkoz6 peremfeltételek alapjan képzett egyenletrendszer
egyltthatd matrixanak elsd0 és masodik soraban szerepelnek az S nyirdsi merevséget
tartalmazo tagok.

SIS
ISl
IS~
ISl

=0 (1.4.25)

‘:b “L’b
ﬁb b’b
&b &b
‘Ew ﬁw
ann0n

A forgasparaboloid-héj frekvenciaegyenlete az egyiitthatd matrix determinansaval:
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ahol az (1.3.95)-hez hasonldéan a nem-trivialis megoldasokat szolgaltaté o értékek jelentik a
sajatkorfrekvencidkat. Az egylitthaté matrix 16 eleme az F2. fiiggelékben talalhato.

det(D(er, (@))=0.

1.4.3. Mintapélda a nyirasi alakvaltozas figyelembevételével

A nyirasi alakvaltozas figyelemebevételéhez is MATLAB programot készitettem.
Ehhez a D determinanst az (1.4.1) felbontashoz hasonldéan D = D, + D formaban allitottam

eld, a nyirasi alakvaltozas hatasanak vizsgélatahoz.

Az 1.4.2 abra szerinti homogén anyagu héjat harom kiilonb6z6 — t = {3, 8, 15} cm-es

— vastagsaggal vizsgaltam. A héj anyagjellemzdi:
— rugalmassagi modulus: E;= 70 kN/mm?;
— testsiiriség: p = 2700kg/m’;
— Poisson tényezd: v=1/3.

O

,A” részlet

J

a=25m

1.4.2. dbra: A vizsgalt vastag héj

R=40m

A 3 és 8 cm-es vastagsag esetén a nyirasi alakvaltozas hatasa csekély.

1.4.1 tablazat: Sajatkorfrekvenciak a nyirasi alakvaltozas figyelembevételével

15 cm vastag héj esetén.

t

i ’ ’ A’nalritilius A’nralitikus Ansys
nyirds nélkiil[Hz] | nyirassal[Hz] [Hz]

2 0 196.60 196.39 195.48
5 0 1235.42 1225.43 1206.08
0 1 362.61 361.92 360.41
0 2 1446.47 1428.41 1418.39
0 3 3287.94 3189.73 3149.89
5 3 10256.00 9348.20 9334.55
0 5 4634.04 4315.41 4303.05
5 5 10001.40 8650.87

0| 10 18587.85 14532.69

5/ 10 28599.91 20306.57
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Az 1.4.1. tablazat els6 két oszlopaban megadtam az analitikus szdmitasbol szarmazd
sajatkorfrekvencidkat a 15 cm (abnormalis) vastagsagu héjra nyirdsi alakvaltozas nélkil és
annak figyelembevételével. A harmadik oszlopban 0sszehasonlitasképpen az ANSYS
programbdl kapott eredmények lathatok. Az ANSYS modell 2400 db shell93 elembdl épiilt
fel, mely a nyirasi alakvaltozast figyelembe veszi. A tablazati értékek azt mutatjak, hogy a
tanyérantenna gyakorlati szempontbol célszerli kialakitdsndl még tobb nagysdgrenddel
vastagabb héj esetében sem jatszanak a nyirdsi alakvaltozasok szamottevd szerepet
alacsonyabb k €és ¢ paraméter esetén. Hasonloan a gerenddk rezgésénél megfigyeltekhez, a
kiilonbség csak a magasabb sorszamu moduszok esetén valik érzékelhetdvé és nemcsak a
vastag, hanem a vékonyabb héjak esetében is.

1.4.3. dbra: Vastag héj k=1 és / = 1 paraméterii sajatrezgési alakja.
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1.5. Fiiggelék
1.5. F1. Fiiggelék

A frekvenciaegyenlet egyiitthaté matrixa a nyirési alakvaltozasok elhanyagolasaval:
K -
D, = l_4(k2 - k)a/f 2

D12=Z£4(k2—k—2)a,’:,

o= - L)

k a,

272 2
R )« a,

stat

D, =0,

4(1 —V)
Ra’®

ket
Dy, = 1 {[(1 - V)(k2 - k)_ a; ]Jk (ak)+ (1 - V)akaﬂ(ak )}a

D32 =

B Ra’
Dy = - =)+ @) - (vt (),
D, = 0,
Dy, =~ 4K£1a_ V) (k4 - kz)allc{_l ’
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D= {(l‘v)(’* <), kak}Jk(ak)— 1=+ a;};kﬂ(ak)},

a,
1 1_ k3 _ k2
D, = 2 {_ {( V)gk )— ka, }Ik (a,)- [(1 —v)i’ - a/f]lkﬂ(ak )} .
1.5. F2. Fiiggelék

A frekvenciaegyenlet egyiitthatd matrixa a nyirasi alakvaltozasok figyelembevételével:

k
K a
o=+
K © o4k '
D,=—-k-2] L | +—= k(e -1] L],
. z,j( {lk] Sazlj)l,f( (zk
K(l4—l4) K a a a
D,=|-—e_ 1/, STl = k=g, =],
13 [ azlj)llét Sazlj)llz Zl k+1 ll ( ) k ll

Ke-1) k a
D,=|-—2 -2+ I | = |+ k=1)kl ,
“‘ [ A o 1 A WA -1, ,

)

_4
l

~

k k
a K+k 41-v), 4K , a

D,, =-K|—||- + —k)|- k> =1] = | ,
. (zkj( 1417 R%ﬂl,f( ) Sa*1*1? ( l,
D,,=-K| < k —k2+k+4(1_v)(k3—k) PRS2 A (8 ) A

23 , L' Rl Sa’rP\ T L))

1 1

K a a a 2 2
D,, =- Ll —|k=D)+—1 | — ||| -5 +ZLv-21 |+
24 aZZ:)l; ( k(lzj( ) ZZ k+l(12]J(w 2 Rz w Rz {u)

48



D, =— aZI; [Jk[lﬁj(a +k12 k212+vla Vi, +vk21 )+ale+ (ED,
1 1

[k(lija + kL — KL +via— vkl +Vk’L, )+al[k+1[lﬁn,
2

K a) K (a)) K-1)k a a
Dy=—— g LB |2 2 Y g TS e=1)g | £,
# sz( "“(11] a "(ZID &R [ ¢ "“(zj (k=1 "(zn
K a kl a K(v-1)k? a a
D44:__15R I~ l ey g st _Kv-1 — ) al, | — [+ (k=11 =]
; 5 a [, a’l,R [, IR
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2. Berepedt vasbeton- és feszitett betongerendak

rezgéseinek numerikus és kisérleti vizsgalata



8 K
Op
)

~

W

JELOLESEK

rudtengely iranyu koordinata,

a rezgési alak vektora,

az 1d6 fliggetlen valtozdja,

gerenda tengelyére merdleges elmozdulas,

gerjesztd teher,

rad anyagénak stirtisége,

rugalmassagi modulus,

nyirasi modulus,

Poisson-tényezd,

viszkdzus csillapitasi egylitthato

a keresztmetszeten beliili nytlas-sebességekkel aranyos csillapitasi tényezo.
a kritikus csillapitas szazaléka,

az EUROCODE szerinti alakvaltozés és repedéstagassag szamitdsaban haszndlt tényezo,
keresztmetszeti tertilet,

effektiv nyirt keresztmetszet,

hosszegységre vonatkoztatott fajlagos tomeg,

az idealis keresztmetszet 1. fesziiltségallapot szerinti inercianyomatéka,
az idealis keresztmetszet I1. fesziiltségallapot szerinti inercianyomatéka,
gorbiileti inercianyomatek,

a keresztmetszet dolgozo részének statikai nyomatéka a semleges tengelyre,
inerciasugar,

periddusido,

sajatkorfrekvencia,

sajatfrekvencia,

osztasszam,

modusz sorszama,

gerenda hossza,

gerendaelem hossza,

merevségi matrix,

tomegmatrix,

csillapitasi matrix,

hajlékonysagi matrix,

normalerd,

hajlitonyomaték,

nyiroero,

feszitoero,

hosszmentén megoszl6 teher,

feszitderd kiillpontossagai,

gorbiilet

a nyomott sz¢€ls6 szalban 1év6 betonfesziiltség

a nyomott sz€lsd szalban 1évd 0sszenyomddas,

impulzus,

ablakfiiggvény.
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2.1. BEVEZETES

Az utobbi két évtizedben szdmos publikécio jelent meg, melyek szerzdi a szerkezetek
karosodasanak mértékét, esetleg helyét is a dinamikai viselkedésiik alapjan probaljak
meghatarozni.

A berepedt vasbeton- és feszitett betongerenddk dinamikai viselkedését jelentds
mértékben befolyasoljak a korabbi terhekbdl szarmazott repedések. Kisérleti tapasztalatok azt
mutatjak, hogy a repedések jelenléte miatt a rezgés jellemzoi eltérnek a jol ismert linedris
szamitasi modell altal szolgaltatott eredményektdl. Ennek oka lehet a repedések periodikus
jelleglh megnyilasa €s zarédasa miatti merevség-ingadozas, tovabba a nagyobb igénybevételek
(hajlitobnyomatékok) miatti esetleges fizikai nemlinearitds. Az elébbi hatas nemlinearis rezgést
eredményez még akkor is, ha a rezgés folyaman az igénybevételek szintje végig az
aranyossagi hatidron beliill van. A nemlinearis rezgés esetén csak ugynevezett latszolagos
sajatfrekvencia értelmezhetd.

Az értekezésemben foként azt vizsgalom, hogy a repedezettség, pontosabban a
repedések periodikus jellegli zarédasa hogyan befolyasolja a kéttdmaszi vasbeton anyagu
gerenddk rezgési jellemzdit. Ennek keretében felhasznaltam korabbi laboratériumi kisérletek
eredményeit, valamint szamitdsi modelleket dolgoztam ki a kisérletek numerikus
modellezésére.

A nemlineéris viselkedés numerikus modellezéséhez idolépéses algoritmust
hasznaltam, mely a kisérletekhez hasonléan iddsorokat, azaz keresztmetszeti eltolddasokat
szolgaltatott az id0 fliggvényében. A rezgés frekvenciatartalmanak meghatarozasdhoz mozgo-
ablakkal kombinalt diszkrét Fourier-transzformaciot alkalmaztam.

2.1.1. Célkituzések

A disszertacid 2. fejezetében a kéttdmasza vasbeton- és feszitett betongerendak
rezgésének a repedezettségbdl szarmazo nemlinedris jellegének vizsgélatat tliztem ki célul.
Ennek részletei az aldbbiak:

e Szamitasi modell kidolgozasa a berepedt vasbetongerenddk linearis és nemlinearis

vizsgalatara.

e A szamitasi modellhez szamitdgépi algoritmus készitése.

e Linearis és nemlinearis vizsgalatok végzése berepedt vasbetongerendakon.

e Berepedt vasbetongerendak koradbbi modellkisérleteiben, a spektrumokban az elsd
sajatfrekvencia helyén kettds cstcs, azaz két kozeli sajatfrekvencia adodott. A
kidolgozott szamitasi modellel magyarazat keresése a fenti jelenségre.

A berepedt gerenda nemlineéris rezgése soran a frekvenciavaltozas vizsgalata.
Kisérletek ¢és a kiilonb6z6 numerikus vizsgalatok eredményeinek 6sszehasonlitasa.
Uj kozelitd linearis modellek kidolgozéasa a latszolagos sajatfrekvenciak szamitésara.
Linearis és nemlinearis szamitasi modell kidolgozasa berepedt feszitett tartora.

A feszitderd ¢és a sajatfrekvencia kapcsolatanak vizsgélata.

2.1.2. Szakirodalmi attekintés

Fontosabb mérnoki létesitmények igy a hidak tervezett élettartama altalaban 50-75 év.
Ez alatt az 1d6 alatt a szerkezeteket bizonyos valdsziniiséggel a rendeltetésszerii hasznalatbol
szarmaz6 igénybevételeket meghaladé hatasok is érhetik (pl. foldrengés, extrém szélteher, az
estleges nem rendeltetésszerti hasznalatbol adodd tulterhelés). Problémdk addédhatnak a
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hasznalati koriilmények megvaltozasabol, vagy a fenntartasi munkak elhanyagolasabol is. A
fentiek a tartoszerkezeti elemek kisebb-nagyobb mértékii kdrosodasahoz vezethetnek.

Ebbo6l  kovetkezden vilagszerte nagy az érdeklodés a kiilonbozo szerkezeti
karosodéasokat detektalo és lokalizaldo modszerek irdnt, (pl.: Forde és McCavitt (1993), Wu és
tarsai (2006), Bastianini és tarsai (2005)) és nemcsak az €pitdiparban, hanem a gépiparban, a
repiiléstechnikdban is. A karosodasok felderitésében jelenleg leggyakrabban hasznalt, az
egyszerl szemrevételezést meghaladd roncsolasmentes technikak:

— akusztikus vagy ultrahangos modszerek,

— remanens magneses eljaras,

— radar alkalmazasa,

— dinamikai vizsgalatok és az ezekre €piild identifikacios modszerek.

A disszertaci6 2. fejezetének témaja berepedt vasbetongerendak dinamikai vizsgalata.
A berepedt gerenddk rezgésével foglalkozd publikaciokat tobbféleképpen is lehet
csoportositani. Az egyik lehetdség a linearis és nemlinearis modszerek megkiilonboztetése.
Eszerint a publikdciok egy része a rezgést mind a meghibdsodas elétt, mind pedig utdna
kozelitéen linedrisnak tekinti, mig a publikdciok masik része figyelembe veszi a
meghibasodott gerenda nemlinedris viselkedését is. Megkiilonboztetnek szamitasi modellek €s
mérési eredmények Osszehasonlitdsara, valamint tisztdn mérésekre épiilé modszereket.

A szerkezetek karosodasanak vizsgélatdban Rytter (1993) négy szintet kiillonboztet
meg:
.szint:  a kdrosodas jelenlétének megéllapitésa,
.szint:  a kérosodas helyének megallapitasa,
.szint:  a kédrosodas mértékének meghatirozasa,
.szint:  a szerkezet még meglévo élettartamanak becslése.

AW~

A szerkezetek dinamikai vizsgalataval ¢és modellezésével a vasbetonszerkezetek
karosodasaval kapcsolatban az elsé harom szintnek megfeleld adatokhoz juthatunk. A
negyedik szint inkabb a torésmechanika és a faradas vizsgalat teriilete.
A vasbetonszerkezetek repedezettségének dinamikai alaptl fobb vizsgalati modszerei,

a teljesség igénye nélkiil, az alabbiak:

— sajatfrekvencidk megvaltozasan alapuldo modszerek,

— csillapitas megvaltozasan alapuldo modszerek,

— rezgesi alakok megvaltozasan alapulé modszerek,

— modalis gorbiilet megvaltozasan alapuldo modszerek,

— méréssel meghatdrozott hajlékonysagi matrix megvaltozésa.

A meghibasodasok dinamikai vizsgalatanak modszerei és ezek gyakorlati alkalmazasai
a XX. szazad 70-es 80-as éveit kdvetden indultak jelentdsebb fejlédésnek. Ennek alapjaul
tengeri olajipari 1étesitmények vizsgalata szolgalt (pl.. Loland és Dodds (1976), Wojnarowski
és tarsai (1977), Duggan és tarsai (1980)). Sajnos az els6 alkalmazasok nem voltak igazan
sikeresek. A mérések kdzben szamos kedvezdtlen kdrnyezeti hatdssal kellett megbirkdzni.
Gondot okozott a tengerszint, illetve a tarolt olaj mennyiségének ingadozasabol szarmazd
tomegvaltozas. A vizszint feletti mérésekbdl elsddlegesen rezonancia frekvenciakat lehetett
meghatarozni. A mérések tobbnyire csak a meghibasodas tényét jelezték.

2.1.2.1. Sajatfrekvenciak megvaltozasan alapul6 modszerek
A dinamikai alapt moédszerekkel foglalkozé szakirodalom jelentdés része a

sajatfrekvencidk megvaltozasat vizsgalja. Ennek oka, hogy a szerkezet aktualis allapotatol
fliggd merevségének és modalis tulajdonsagainak szoros kapcsolata mar régota ismert.
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Adams és Cawley (1978) modszert dolgozott ki kompozit gerendak repedéseinek
vizsgalatara. A tartdé kiilonbozdé keresztmetszeteiben repedéseket feltételezve mindegyik
esethez sajatfrekvencidkat szdmoltak, majd kiilonbozd (7, j)) moduszokhoz a frekvencidk
megvaltozasabol  dw,/déw,; hanyadosokat képeztek. Ezeket mérési eredményekkel

hasonlitottdk Ossze. A mért jellemzoktdl a legkisebb eltérést mutatd szamitasi eredmény
kivalasztasaval adjak meg a repedés valdszinli helyét. Tobb kiillonbozé helyen 1évo repedés
esetén a modszer sajnos nem hasznélhato.

Salawu és Wiliams (1993) négy kiillonboz6 karosodast detektaldé mddszert hasonlitott
Ossze. Ezek egyike a sajatfrekvencia valtozasan, a tobbi identifikacios, illetve modelljavitasi
modszereken alapult.

Eccles és tarsai (1997) kisérletei soran gerendamodelleket négypontos terheléssel
repesztettek meg. Az alapfrekvencia 12%-al csokkent. A gerenddkat késébb a varhato
toréteher 60%-, majd 80%-ig is terhelték, de ezutdn az alapfrekvencia mar csak tovabbi
2.5% -kal csokkent.

A sajatfrekvencidk megvaltozasdbol tobbnyire csak a szerkezet karosodéasanak
jelenlétére lehet kovetkeztetni, €s egyes szerkezetfajtak esetén durva becslést lehet adni annak
mértékére. A repedés térbeli elhelyezkedésére vonatkozé informacid ezekbdl a vizsgalatokbol
altalaban nem nyerhetd.

2.1.2.2. Csillapitas megvaltozasan alapulé médszerek

A szerkezetek meghibasodasanak vizsgélatdban a csillapitas valtozasat is
felhasznaltdk. A csillapitas valtozasdval, mint vizsgélati modszerrel kevesebb publikacid
foglalkozik. Ennek oka, hogy a csillapitas és a szerkezet kdrosodasanak kapcsolata nem mutat
jo korrelaciot, illetve a csillapitasra alapozott identifikdcidos modszerek nem mutattak
megfeleld pontossagot.

Farrar és Jauregui (1998) lemezes acéltartokat vizsgaltak, és azt talaltak, hogy a
csillapitds érdemben nem fliggdtt a szerkezet karosodasanak mértékétol. Adams és tarsai
(1975) szaler6sitésli mlianyag probatestekkel kisérleteztek. A karosodas fliggvényében ki
tudtdk mutatni a dinamikai merevség csokkenését és a csillapitas novekedését. Casas és
Aparicio (1994) kisméretli gerenddkat vizsgaltak és a karosodds mértéke és a csillapitas
kozott a kiilonbozé moduszokban nem talaltak egyértelmii 0sszefliggést. Salawu és Williams
(1995) vasbeton hidfelszerkezetet vizsgaltak szerkezeti javitds el6tt és utdn. A csillapités
valtozasaban nem tudtak egyértelmii trendet kimutatni.

Ndambi (2002) a részlegesen berepedt vasbetongerendéak csillapitdsi mechanizmusat
tanulmanyozta. A csillapitast energetikai uton kivanta meghatdrozni. Ezen beliil kétféle
mechanizmussal foglalkozott: az egyik az alakvaltozasi energia atrendezddése a beton és az
acél kozott a repedés megjelenése utan; a masik a repedés hatarold feliileteinek surlédasa
miatti energiaelnyelddés. A vasbeton gerenda csillapitési tényezdje szempontjabol a szerzd ez
utébbi mechanizmust tartotta meghatarozonak.

2.1.2.3. Rezgési alakok megvaltozasan alapulé modszerek

A rezgési alakok vizsgalatdval tobb informacid szerezhetd a karosodott szerkezetrol,
mint a sajatfrekvencidkra, illetve a csillapitasra alapitott modszereknél, €s igy mar a repedés
helye is jobban meghatarozhato.

Yuen (1985) a rezgési alakok és ezek meredekségének megvaltozasat vizsgalta. Az
allando keresztmetszetli konzoltartohoz végeselemes modellt készitett, melyen a repedéseket
a hajlitdmerevség valtoztatdsdval modellezte. Az elemeket egymads utan repedtnek feltételezve
szamitotta az alabbi paramétereket:
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ahol: {¢} a rezgési alak vektora, i a vizsgalt elem sorszdma, u index jelenti az eredeti, d a
kéarosodott konfiguraciot és (°) a hely-koordinata szerinti elsé derivaltat. Az igy kapott {*}-gal
jelolt vektorokat 6sszehasonlitva a mért adatokkal, kovetkeztetett a repedés helyére.

Rizos és tarsai (1990) a berepedt gerenda olyan analitikus modelljét fejlesztették ki,
ahol a repedés két oldalan 1évo keresztmetszet azonos a tobbi ép gerenda keresztmetszettel. E
két keresztmetszet kozotti kompatibilitasi feltételt az alakvaltozasi energia segitségével
allitottak el6. EbbOl olyan, a sajatfrekvencidkra és a rezgési alakokra vonatkozo
egyenletrendszert kaptak, melyben paraméterként szerepelt a repedés mérete és helye. A
kisérletekben rezonanciat Ilétrehozva két helyen mérték az amplitddot. A repedés
paramétereinek meghatarozadsdhoz Newton-Rawson modszert alkalmaztak.

Penny és tarsai (1993) modszeriikben a repedés legvaldsziniibb elhelyezkedését adjak
meg. A karosodas kiillonbozd helyzetének feltételezésével szamitdsok sorozatit végezték.
Ezeket a mérési eredményekkel 0sszevetve a legkisebb négyzetes eltérés alapjan valasztottak
ki a repedés legvaldsziniibb helyét.

Szamos publikacidoban (pl. Alampalli és Fu (1997)) hasznéljadk a MAC modalis
jellemzdt (MAC, azaz Modal Assurance Criterion), mely lényegében rezgési alakok normalt
skalaris szorzatat jelenti. Amennyiben a MAC-ot valamely szerkezet két, k és [ rezgési
alakjara alkalmazzuk, akkor ezek ortogonalitdsa miatt k =/esetén értéke 1, ha k =1/ , akkor
érteke 0. A sériilésmentes és a karosodott gerenda valamely j sorszdmu rezgési alakjara
alkalmazva a MAC jellemz0 (West 1984):

ahol: n a modalis koordindtdk szdma, ¢ a nem sériilt, ¢" a sériilt szerkezet rezgési alakja. A
MAC értéke 0 és 1 kozott valtozhat. Ha a MAC értéke 1, akkor a gerenda sériilésmentes, ha
1-nél kisebb, akkor sériilés valoszinlsithetd, ¢s mértékét az 1-t6l valo eltérés jelzi.

A MAC-bdl szarmaztathato a COMAC nevii modalis koordinatajellemzé (COMAC,
azaz Co-ordinate Modal Assurance Criterion), mely a MAC egyetlen modalis koordinatara
vonatkozo, de tobb mdduszra kiterjesztett alakja

,
n =

Z (p.lr"o“

i=l

COMAC, =

m n

Z ¢fr z (‘bj.-f':

ahol: m a vizsgélatba bevont méduszok szama, j a vizsgalt modalis koordinata, i a rezgési alak
(futd) sorszama. Ha két mérési adat sorbol képezett COMAC értékek 1-el egyenldk, akkor a
két mérés kozott nem tortént szerkezeti karosodas, Ha vannak 1-nél kisebb COMAC értékek,
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akkor a legkisebb értékhez tartozé j index jelzi a meghibasodas legvalosziniibb helyét. Kim és
tarsai (1992) Osszehasonlitd elemzéseket végeztek a MAC és COMAC jellemzokkel,
valamint ezek tovabbi kiilonbdz6 variansaival.

2.1.2.4. Modalis gorbiiletvaltozason alapulé modszerek

A rezgési alakoknadl eldnydsebben hasznalhatok ezek masodik derivaltjai, a modalis
gorbiiletek. A rezgési alakokban bekovetkezd kis valtozasokat a kétszeri differencialas
jelentésen felnagyitja.

Pandey és tarsai (1991) az els6k kozott hasznaltak fel a modalis gorbiileteket. A
modalis gorbiiletet a rezgési alakfiiggvénybdl a centralis differencidk modszerével
szamitottak:

¢q—1,f*2¢g,i*¢g+i,f

o __
(DQ'J - 52

ahol: ¢ a szabadsagfok (elmozdulé csomopont) sorszdma, /4 az elemek hossza. Ha
rendelkezésiinkre all mind az eredeti, mind a karosodott szerkezet i-edik rezgési alakja, akkor
az i-edik modusz gorbiiletvaltozasa a ¢ helyen:

Ed
Ag =0 =9,

ahol tovabbra is: ¢ a nem sériilt, ¢~ a sériilt szerkezet rezgési alakja.

Stubs és tarsai (1992) olyan modszert dolgoztak ki, melyben két csomopont kozotti
alakvaltozasi energia valtozasat vizsgaljdk. Egy linedrisan rugalmas gerenda esetén a p-ik
elemre vonatkozd kdrosodasi index a karosodott valamint az eredeti elemben felhalmozodott
alakvaltozasi energidk hanyadosaval adhaté meg:

m m
B, = [ 2, ﬂﬁi»]/[ 2 .uf;,]
f=:] i=1

ahol: 14, a p-edik elemben a kisérlet vagy a szamitasi modell alapjan az i-edik moduszban
meghatdrozott alakvaltozasi energia, az u fels6 index az eredeti, a d a kérosodott elemre
vonatkozik.

A nyirasi alakvaltozasokat elhanyagolva a fenti alakvaltozasi energiak Stubs és tarsai
(1995) szerint az alabbiak:

g, = ([ roeon 2av = ooy, Ra L 114701,
ug, = ([ ooy pav -+ Heteoy Par )y ﬁ[{(bd(x)},-”]zdx

ahol: a és b a p-edik elem két hatara, L a gerenda teljes hossza.
2.1.2.5. Hajlékonysagi matrix megvaltozasan alapulé modszerek
Pandey és Biswas (1994) rezgési alakok kimérésével generdltak hajlékonysagi

matrixot. Az alapgondolat a kdvetkezO. Jelolje a szerkezet hajlékonysagi matrixat F az
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eredeti és F' a kérosodott allapotaban. Ha n db rezgési alakot mériink ki m db pontban
elhelyezett érzékeldvel, akkor e matrixok:

F =YL g

i=l 0)]"-
F= 13 gbf‘?rr

i=l i

Az F és F’ matrixok m*m méretlick. Mivel altaldban n < m, a fenti matrixok szingularisak. A
hajlékonysag megvaltozasat a két matrix kiilonbsége adja:

AF=F -F.

A AF matrix oszlopaibol rendre kivalasztjuk a legnagyobb abszolut értékii elemet. Ezek &
sorszamai, 1 <k < m , utalnak kdrosodasok esetleges helyére. Ha tobb oszlopban is ugyanazon
a helyen talaljuk a maximumot, akkor ott a legvaldsziniibb a karosodas.

Toksoy és Aktan (1994) a modszert hidfelszerkezeten alkalmaztak. Két mérés kozotti
elvaltozast a bazis adatok nélkiil is ki tudtdk mutatni.

A gyakorlatban csak az alacsonyabb sorszamu moduszokat szoktak felhasznalni, mivel
a magasabb moduszok hat4sa a hajlékonysagi matrixra kisebb. Kedvezd koriilmény, hogy az
alacsonyabb sorszamu rezgési alakok esetében a fizikai nemlinearitas kisebb szerepet jatszik.

2.1.2.6. Szamitasi modell modositasa

A karosoddsok megkeresésének e modszere a szerkezet szamitdsi modelljének
(fokozatos) modositasara €piil. Ez kozelebbrdl a numerikus modellben szereplé merevségi -,
csillapitasi -, és tomegmatrixok megfeleld modositasat jelenti, azzal a célkitlizéssel, hogy a
szamitott értékeket minél jobban megkdzelitsék a mérési eredményeket, melyek kiilonféle
dinamikai jellemzdk. Sziikség van tehat megfelelé numerikus — végeselemes, vagy differencia
modszeren alapul6d — szamitasi modell elkészitésére. Fel kell venni tovabba a kdrosodéasokat
jellemzd paramétereket, melyek lehetnek tdmasz-, vagy elemmerevségek, vagy olyan
fliggvények paraméterei, melyek egy tobb elemre kiterjedd karosodasbol szarmazo
merevségesokkenést fejeznek ki. A kisérleti és a szamitott eredmények kozotti eltérés
minimalizalasahoz valamilyen minimumkeresd, vagy optimalizaciés eljarassal kell
megkeresni a paraméterek megfeleld értékét. E modszerek altaldban lehetdvé teszik nemcsak
a karosodas helyének, hanem mértékének meghatarozasat is.

Az optimalizaciés probléma tobbnyire Lagrange-multiplikatoros feladatként adott,
melynek altalanos alakja

min  {J(AM, AC, AK) + AR(AM, AC, AK) }
AM,AC, AK

ahol: J a célfiiggvény, R a kényszerfeltételeket tartalmazo fiiggvény, A a Lagrange-
multiplikator. E médszerekrol attekintést ad pl. Zimmerman és Smith (1992), valamint Hemez
(1993).
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2.1.2.7. Egyéb médszerek

Mint érdekesség megemlitendd, hogy az el6z6 fejezetekben bemutatott modszereken
tul az informatika legkorszeriibb eszkozeit is, mint példaul a neurdlis hdlozatokat és a
genetikus algoritmusokat is, felhasznaltdk a szerkezeti karosodasok kimutatasdhoz (Carden és
Fanning (2004)).

A neuralis halézatok alkalmazdsa a neuronok viselkedésének tanulméanyozasaval
indult el. A neuralis halézatok ,.tanuld” algoritmusok. Megfeleld tanitas révén képesek az
input és output kozott Osszefliggéseket taldlni. Jol haszndlhatok olyan problémak
megoldasaban, is — ahol tekintélyes adatbézis all rendelkezésre, de nehezen taldlhatd explicit

crer

tarsai (2001).

A genetikus algoritmusok optimalizalasra hasznalhatok. Moslem és Nafaspour (2002)
eljarasukban a maradék erdk segitségével megallapitottdk a meghibasodas helyét, majd a
kovetkezd 1épésben genetikus algoritmus segitségével hataroztdk meg a meghibasodas
mértékét. A moddszert 13 elembdl 4ll6 racsos tarton probaltdk ki, melybdl 3 elem volt
karosodott.

2.2. AZ ALKALMAZOTT SZAMITASI MODSZEREK

Ebben a fejezetben a vasbetongerenddkon végzett numerikus vizsgalataimban
alkalmazott linedris €s nemlinearis rezgésszamitasi modszerek alaposszefiiggéseit foglalom
Ossze. Ennek targyalasanal célszerlien az alabbi eseteket lehet megkiilonboztetni:

— A legegyszeriibb eset az allandd keresztmetszetli (merevségil) idedlisan rugalmas
anyagu kéttdmaszi gerenda rezgése. E linearis rezgésnek a rezgési alakjai és sajatfrekvenciai
kozvetleniil szamithatok a gerenda - mint egydimenzids kontinuum - rezgését leiré allando
egylitthatos differencidlegyenletébol.

— Amennyiben gerenda hajlitbmerevsége a hossz mentén valtozik, akkor a véaltozo
egylitthatos differencidlegyenlet megolddsa helyett a gerenda hossziranyll finitizalasara
alapitott numerikus modszereket alkalmazunk, azaz tobbszabadsagfoku rendszert oldunk meg.

e Ha a gerenda hajlitdmerevsége csak a hossz mentén valtozik, de idében allandd, akkor
a rezgés tovabbra is linedris marad, igy a rezgés frekvencia térben linedris végeselem-,
vagy differenciamodszer segitségével modellezhetd.

e Ha a gerenda hajlitdmerevsége nemcsak a hossz mentén, hanem iddben is valtozik -
pl. a gerenda be van repedve, vagy nagy rezgési amplitidok miatt fizikai nemlinearitas
is fennall -, akkor nemlineéris rezgési problémaval allunk szemben. Ebben az esetben
a térbeli felosztas mellett még iddbeli finitizalasra is sziikkség van. A problémat
idotérben oldjuk meg valamelyik idOlépéses algoritmus segitségével. A rezgés
frekvenciatartalma Fourier-transzformacidval szamithato.

Megjegyzendd, hogy linearis rezgés is vizsgalhaté 1id6térben, mint kezdetiérték-feladat.
2.2.1. A rezgés differencialegyenlete és az elemi szamitas

Az altalam hasznalt, a differenciamddszerre alapitott szamitési eljaras a gerenda
kontinuum-modelljébdl szarmaztathatdo. A kontinuum szabad rezgését leird differencial-

egyenlet (Clough és Penzien (1975)) — a nyirasi alakvaltozasok és az elfordulési tehetetlenség
figyelembevételével, valamint a csillapitas elhanyagolasaval — az alébbi:
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o*w o*w , o'w  Emr* 0'w  m*r? 0'w
El—r+m——mr’—_—— Aot i
Ox ot Ot Ox kG ot'ox~ kAG ot

0, 2.2.1)

ahol: x a radtengely irdnyu koordinata, w(x,?) a gerenda tengelyére merdleges elmozdulds, £ a
rugalmassagi modulus, G a nyirasi modulus, 4 a keresztmetszeti teriilet, kA az effektiv nyirt
keresztmetszet, m a hosszegységre vonatkoztatott fajlagos tomeg, r az inerciasugar (°=I/A), I
az inercianyomaték. Altaldnos esetben 7 = I(x(¢),x), ahol x az idété] fiiggd gorbiilet.

A (2.2.1) differencidlegyenlet els¢ két tagja az elemi hajlitasi esetet képviseli, a
harmadik tag a forgasi tehetetlenséggel, a negyedik tag a nyirasi deformacidkkal az 6todik
pedig a forgasi tehetetlenség €s a nyirasi alakvaltozas kombinaciojaval kapcsolatos. A (2.2.1)
differencidlegyenletbdl a gerenda sajatfrekvenciai és rezgési alakjai hatarozhatok meg, a
csillapitas elhanyagolasa mellett.

Tekintettel arra, hogy csak az elsd két moduszt vizsgalom, ezért a modellbdl a nyirasi
alakvaltozas és az elfordulas hatasat elhanyagolom (Gydrgyi (2006)).

A differencidlegyenletnek a gerjesztett rezgés esetén a nyirasi deformacidkat és a
forgasi tehetetlenséget elhanyagolo, de a csillapitast figyelembe vevd alakja (Clough és
Penzien (1975)):

o’ ow w w ow
pE (EI e +cd dvza’lj + cg +m 7 =q(x,t), (2.2.2)

ahol: ¢ a viszkoézus csillapitasi egyiitthatd ¢ a keresztmetszeten beliili nyulas-sebességekkel
aranyos csillapitasi tényez0, q(x,?) a gerjesztd teher.

Ha a differencidloperatorok egyiitthat6i konstansok, akkor differencialegyenlet lineéris
rezgést ir le. Ebben az esetben differencidlegyenlet 4llando egyiitthatds és az x, ¢ valtozok

szétvalasztasaval oldhato meg.
A csillapitatlan szabad, hajlito rezgés estén a rezgési alakot leir6 teljes megoldas:

w(x,t) = (C, sinax + C, cos ax + Cyshar + C,charx Mg, sin ot + a, cos wt ).
. . . . . km
Csuklos megtamasztas esetén C,=C3=C;=0 és o =T , ahol: / a gerenda hossza

(tamaszkoze).
A peremfeltételeket kielégité nemtrivialis megoldasok alapjan a sajatfrekvenciak (pl:

Timoshenko 1955):
z( kY [EI
fn=—[—j —, (2.2.3)
21 m

ahol: EI a gerenda hajlitasi merevsége az 1. fesziiltségallapot szerint, m a hosszegység szerint
fajlagositott tomege, k£ a modusz sorszama. A rezgési alakok, azaz a gerenda moduszai:

b =4, sinkT”x . (2.2.4)
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2.2.2. A tobbszabadsagfoku rendszer

Repedezett zonaban a gerenda hajlitasi merevsége lecsokken. A hossz mentén valtozé
keresztmetszeti jellemzok figyelembevételére a véges szabadsagfoku rendszer alkalmas. A
végtelen szabadsagfokt kontinuumbo6l véges szabadsagfokii rendszerhez a gerenda
hossziranyu felosztasaval jutunk.

Tisztan viszkozus csillapitassal a tobbszabadsagfoku rendszer szokdsos modon felirt
D’ Alembert-féle egyensulyi egyenletrendszere:

[M]ii + [C]u +[K]u = F(t), (2.2.5)

ahol: [M] a tomeg- [C] a csillapitasi-, [K] a merevségi matrix, F(t) a gerjeszt erdk-, u a
csomoponti elmozduldsok vektora. Az u vektor esetiinkben a felosztott gerenda
csomopontjainak fiiggdleges w; elmozdulasait tartalmazza.

A tobbszabadsagfokt rendszer formalisan felirt (2.2.5) egyenstlyi egyenletében a [M],
[C], [K] egylitthatd matrixok tobbféle modon is eldallithatok. A leggyakrabban alkalmazott
megkozelités a végeselem-, illetve a differenciamddszer. Varidcidos modszerek (virtualis
elmozdulasok tétele, Hamilton-elv) alkalmazasaval a végeselem moddszer szerinti
megkozelitéshez jutunk. A differencidlegyenletben szerepld differencaloperatorokat a
differenciahanyadosokkal helyettesitve a differenciamodszer alapegyenletéhez jutunk.

Szabad rezgés esetén (2.2.5)-ben F(t) = 0. Az u elmozdulasvektort

u=g¢e (2.2.6)
alakban feltételezve az alabbi komplex sajatérték-feladatra jutunk:
(- @’ [M]+i0[C]+[K])$ =0, 2.2.7)

ahol: w a sajatkorfrekvenciakat (tovabbiakban: sajatfrekvencidkat) ¢ a rezgési alakokat jelenti.

A gyakorlatban a tobbszabadsagfokt rendszerek linedris dinamikai szdmitdsaihoz a
csillapitast gy veszik fel, hogy a (2.2.7) az altalanositott sajatérté¢k-feladat megoldasahoz az
[M]-mel ¢és a [K]-val egyiitt diagonalizalhat6 legyen a [C] matrix is.

A diagonalizalhatosag kritériumanak legegyszeribben gy lehet eleget tenni, ha a
csillapitdsi matrixot vagy a merevségi-, vagy a tomegmatrixszal ardnyosan, vagy a kettd
linedris kombinacidjaval vesszikk fel (2.2.8). Ennek elénye, hogy a csillapitas
mechanizmusanak pontos ismerete nélkiil, de kisérleti tapasztalatok birtokaban, kiilonbdzo
moduszokhoz kiilonb6zo csillapitasokat tudunk rendelni (Clough és Penzien (1975)).

[C]=d[K], (2.2.8a)
[C]=5[M], (2.2.8b)
[C]= alK]+p[M]. (2.2.8¢)

A [C] matrix (2.2.8) szerinti megadasat aranyos csillapitdsnak, ezen beliil a (2.2.8c) linearis
kombinaciot Rayleigh csillapitdsnak nevezik. Rayleigh csillapitas esetén a két szabad
egylitthatoval (a, b) két moduszban valaszthatdo meg £ a csillapitasi tényezo.
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Tegytik fel, hogy a k-ik és m-ik moduszban ismerjiik (pl. mérésbdl) a &, és &,
csillapitasi tényezoket, valamint a @, és w, sajatfrekvencidkat. A ¢, ¢és ¢, rezgési
alakokkal:

& (a[K]+bM)g, =a+boy; =20,
(2.2.9)
¢! (a[K]+B[M)g, = a+ba? =20,¢,,.

Felhasznalva a rezgési alakok ortogonalitasat (2.2.9) matrixosan:

WWae, o ja) 1o (2.2.10)
2 1 / a)ln a)m b é/m
melybdl az a és b konstansok meghatarozhatok. Valamely £-tol és m-t6l eltéro j-ik moduszban

a csillapitas mar kotott és értéke:

a+ba)f

£ = (2.2.11)

2a)j

A Rayleigh csillapitds kiterjeszthetd olyan modon, hogy r szdmu kiilonbozd
moéduszban kiilonb6zd csillapitdst vehessiink fel. Ekkor a csillapitasi matrixot az alabbi
modon kell képezni:

MIS o (M]'[K]) - (2.2.12)

/=0

A ¢, csillapitasok a (2.2.9)-hez hasonlo felépitésii egyenletrendszerbl szamithatok.

2.2.3. Az alkalmazott differenciamodszer

A Dberepedt kéttamaszi  gerendak numerikus  vizsgalatdt a  kozismert
differenciamddszerrel végeztem el. A gerendat egyenletesen n részre osztottam fel. Az n-1
bels6 csomopontban a hajlitomerevségeknek megfeleld csavarrugét vettem fel. Ha a
csomopontba futd két radelem hajlitomerevsége eltérd, akkor ezek atlagat vettem figyelembe.
A csomopontokba koncentraltam a kapcsolodo elemek tomegének a felét.

Differencia-modszer alkalmazasa esetén a [K] matrix kitdltéséhez a nyomaték és a
gorbiilet kozotti, valamint a nyomaték és a teher kozotti kapcsolatnak a méasodrendii
differenciaoperatorokkal kifejezett (2.2.13) ¢és (2.2.14) alakjat hasznalhatjuk. Egyenletes
felosztas esetén:

2
M, = —E[i;~ %(Wi_l—ZWi—I-WM), (2.2.13)
o’M 1
4=~ (Mo = 2M 4 M) (22.14)
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ahol: /1 az osztopontok tavolsaga. A (2.2.13)-at (2.2.14)-be helyettesitve a rud 2<i<n—2
bels6 pontjaira az alabbi séma szerinti differenciaoperator adodik:

A peremfeltételek figyelembevételéhez a rudat a szokdsos modon, a tdmaszokon tul egy-egy
szegmenssel meghosszabbitva két segédpont adododik. Tekintettel arra, hogy a csuklo
kozelében a gorbiilet zérusnak vehetd a segédpontok lehajlasara fennall:

w,=-w , w,

n+l = _Wn—l :

Ebbll az i =1 és az i = n-1 pontokra vonatkoz6 a differenciaoperator sémaja:

A peremfeltételeknek is eleget tevd merevségi matrix eldallithatd a masodrendil
differenciaoperatorok kontinudns matrixokba rendezésével, az aldbbi modon is:

[K] = o'[Q][D][Q],

ahol: a :Z :z , n az elemszam, [Q] a masodrendl differenciaoperatorok kontinuans

matrixa, [D] a keresztmetszeti hajlitdmerevségek matrixa:

-2 1 _EII B
-2 EI,
[Q]= 1 -2 . |, b= EI, : (2.2.15)

A rudszakaszok tomegét a csomoOpontokba koncentralva a tomegmatrix diagonalmatrix lesz:

M]=h m, , (2.2.16)

ahol: m; a hosszegység szerint fajlagositott tomegek.

A csillapitadsi matrixot a (2.2.8¢c) szerint felvéve, a két szabad egyiitthatdval, két
moduszban valaszthattam meg a csillapitast. A kvadratikus [Q], [D], [K], [C] és [M] matrixok
rendszdma n-1, azaz a gerenda belsé osztopontjainak szamaval egyezik meg.
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A (2.2.7) sajatérték-feladat lehetdvé teszi linedris rezgési feladatok esetén a
sajatfrekvencidk és a rezgési alakok meghatarozésat, ahol a hajlitomerevség hossz mentén
valtozhat, de az idOben allando.

Megjegyezhetd, hogy szakaszonként alland6d hajlitomerevség esetén, ha a
szakaszok szama kicsi, akkor a szakaszonkénti analitikus részmegoldéasok illesztésével
1s szamithatok a sajatfrekvencidk €s a rezgési alakok.

2.2.4. Nemlinearis rezgésszamitas

Ha a rezgd rendszer merevégi jellemzoi idoben valtoznak, akkor nemlinearis rezgés
jon létre. A nemlinedris rezgés mar nem rendelkezik jol meghatarozott sajatfrekvenciakkal.
Ha a merevség valtozasa periodikus, vagy legaldbbis kvazi-periodikusnak tekinthetd, akkor a
tovabbiakban egy tugynevezett latszélagos sajatfrekvenciat lehet értelmezni. Nemlinedris
rezgés esetén a szamitasok idoétérben, idolépéses algoritmus segitségével végezhetok. A
rezgés (latszolagos) frekvenciatartalma, Fourier-transzformacioval vizsgalhatd. A frekvencia-
valtozasok elemzésére a jelfeldolgozas egyéb moddszerei, az iddablak technikak, a wavelet
transzformacios modszerek, stb. hasznalhatok.

2.2.4.1 Idolépéses algoritmusok

A rezgés nemlinedris tulajdonsagénak figyelembevétele idébeli finitizalast, azaz
valamelyik id6lépéses algoritmus alkalmazédsat teszi sziikségessé. A kisérlethez végzett
numerikus szimulaciokban kétféle algoritmust, a centralis differencidk modszerét és a Wilson-
modszert is felhasznaltam.

Az explicit modszerek — ide tartozik a centralis differencidk moddszere is — eldnye,
hogy iddlépésenként kevés matrixmiivelettel képezhetd a kinetikai jellemzOknek (elmozdulas-
sebesség-, gyorsulasvektor) az id6lépés végére vonatkozo értéke. Hatranyuk, hogy nem
feltétleniil stabilak, és a megoldas konvergencidjanak biztositdsa érdekében az iddlépés
nagysaganak szamottevden kisebbnek kell lennie, mint a modellben rejlé legkisebb
sajatrezgés rezgésideje (Bathe and Wilson (1976)). Ebbol kdvetkezéen a modell felvételnél a
szabadsagfokot, azaz a gerenda felosztasat korlatozni kell, hogy az idd6lépéses szamitas
raciondlis futdsi idOvel végrehajthatd legyen. A centralis differencidk modszerének
algoritmusa az egyes idolépéseken beliil konstans gyorsulas feltételezésén alapszik.

Az implicit modszerek — ide tartozik a Wilson-féle 6-modszer — eldnye, az explicit
modszerekkel 0Osszehasonlitva, hogy feltétlen stabilak, azaz barmekkora iddlépést is
valasztunk, a moddszer nem valik divergenssé. Igaz, tilsdgosan nagy id6lépés esetén a
modszer jelentds hibat fog eredményezni. Az id6lépés célszerli megvalasztasdhoz vizsgalni
kell, hogy melyik az a legkisebb periddusidejii modusz, amelyik még szamottevd szerepet
jatszik a rezgésben, ¢s az id0lépés nagysagat ezzel 6sszhangban kell felvenni. Ez az eljarés az
egyes At iddlépésekben linedrisan valtozd gyorsuldssal szdmitja az id6lépés végén a ¢ + At
idépontban érvényes 1) gyorsulést, sebességet és elmozdulast. Ehhez elsé kozelitésben egy
0 >1 tényezdvel megnovelt fiktiv 1d6lépést alapul véve a ¢+ 0As idépontban szamitja a
D’ Alembert-elvnek megfeleld kiegyensulyozatlan erdket és mozgasjellemzdket. Ezutan a
gyorsulas OA¢ idOtartam alatti linedris valtozasat feltételezve interpolacidoval kaphatd a
mozgésjellemzdk ¢+ A¢ idOpontbeli értéke. A gyakorlati szadmitasokban a 6 =1.4 valasztas a
szokasos. Kimutattak, hogy 0 <1.37 esetén az eljaras elvesziti feltétlen stabilitdsat, azaz a
modell legkisebb periddusidejét meghaladé Ar iddlépések a megoldds divergencidjat
okozhatjdk. Masrészt a 0 >1.4 vialasztds esetén megnd az eljards pontossagat rontod,
ugynevezett numerikus csillapitas.
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2.2.4.2. Folytonos és diszkrét Fourier-transzformacio

Dinamikai kisérletek, és az iddlépéses algoritmusok altal szolgaltatott eredmények az
id6térben, idosor formajaban keletkeznek. A rezgést jellemzd sajatfrekvencidkat a
frekvenciatérbe Val(') transzforméci(') utjan, Fourier—transzforméci(')val kapjuk. A diszkrét

rrrrrr

szolgal (Korn és Korn (1975)).
Egy T hosszisagi folytonos jel Fourier sorfejtése — a trigonometrikus és az
exponencialis fliggvények kapcsolatat felhasznalva — az alabbi moédon adhaté meg:

1{1) —_ C‘TO 4 C‘]Q?WUT + Cr?ejsiﬂj'?" = Z Cwmeﬂnmtj'r
m=0 (2.2.17)

ahol: j az imaginarius egység. A C,, egylitthatok, a frekvencia dsszetevok amplitudoi:

,m /TKQ e ernlt;T(lf
Tl (2.2.18)

Egy folytonos végtelen hosszisaghi jel Fourier-transzformacidja a (2.2.17)-bdl
szarmaztathatd ha 7T—oo ¢€s ezzel egyiitt a kitevOben 1évd a)=2Tﬂm=27sz folytonos
fliggvénny¢ valik:

X(f)= Tx(t)ejz’-’ﬂdt. (2.2.19)

—00

A diszkrét  Fourier-transzformacié a  folytonos  Fourier-transzforméciobol
szarmaztathatd a (2.2.19) integralkifejezés diszkretizacidjaval, valamint az integraldsi
hataroknak a [-7/2, T/2] intervallumra val6 zsugoritasaval.

Egy mérés, vagy numerikus szimuldcié eredményeként egy [0, 7] iddintervallumba
eso jelsorozatot kapunk. A [-7/2, T/2] intervallum egy eltolasi transzformacidval feletethetd
meg a [0, 7T]-ba esé iddsornak. Tekintsiik a jelet a [0, 7] intervallumon kiviil periodikusan
ismétlédonek, vagyis az m-edik és az n+N -edik idOpillanatban a jel legyen azonos:
x(n) =x(n+N). Ekkor a [-T/2, 0] intervallumba esd jelek mindegyike azonos egy [7/2, T
intervallumba esd jellel.

A szamitasokhoz haszndlt MATLAB programban implementalt Fourier-
transzformaciods eljarasban a jelsorozat hossza egységnyi (pl. 1 sec).

1
—j2x(k-1 1
j2r Yn— )N

(2.2.20)

_Mz
><

Ha 1 sec-ig tartd, N elemi iddsort rdgzitiink, akkor ennek transzformaltjdban az elemek
sorszama frekvenciat jelent Hz-ben.
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2.2.4.3. A felbontas javitasanak lehetdségei

Egy folytonos jel Fourier-transzformacidja végteleniil finom felbontast spektrumot ad.
Egy véges T hosszusagu jelsorozat diszkrét Fourier-transzformacidja csak véges finomsagu
felbontast biztosit, azaz spektrumnak csak diszkrét értékeit kapjuk 1/7 felbontassal. Ez a
felbontas sziikség szerint tobbféle mddon is javithato.

A felbontds ndvelésének legegyszeribb eszkoze a jelsorozat zérusokkal valo
meghosszabbitdsa, melyet a szakirodalom ,,zeropadding”-nek nevez. Megjegyzendd, hogy
ezzel a modszerrel az eredeti folytonos jel frekvenciamenetérél tobblet informécié nem
nyerhetd, csupan a rogzitett jelsorozat alacsonyabb frekvencidi esetében kaphat6 jobb diszkrét
kozelités. Problémat okozhat, ha rogzitett jel hirtelen szakad meg, és a kovetd zérusok
ugrassal kapcsolodnak a jelsorozathoz. Ekkor a Fourier-transzformaltba hamis frekvenciak is
bekeriilhetnek.

A felbontas valodi javitasa a rogzitendd jelsorozat informaciotartalmanak névelésével
lenne elérhet6. Ehhez a vizsgalt folytonos jelet nagyobb mintavételi frekvenciaval és/vagy
hosszabb ideig kellene rogziteni. Sajnos mindkét lehetdség fizikai korlatokba {itkozik. A
detektalo berendezés mintavételi frekvencidjanak van egy felsé korlatja, tovabba a csillapitas
miatt a rezgési jel hasznalhat6 id6tartama is korlatos, ugyanis a mérés koriilményeitdl fiiggd
korlatnal alacsonyabb jelszintnél a ,,zaj” mar jelentdsen torzitja a rogziteni kivant jelet.

A gyakorlatban tobbnyire az alapfrekvencia mellett csak egy-két alacsonyabb
sajatfrekvencianak van jelent0sége. Ha a sziikségesnél nagyobb mintavételi frekvencidval
allitottak el6 a jelsorozatot, akkor ritkitassal — pl. minden mésodik érték kizarasaval - lehet
¢lni. A ritkitdas és a 0-akkal valo feltoltés egyiittes alkalmazasaval a jelsorozat ugy is
modosithatd, hogy a hossza nem valtozik. Ez az eljards a vizsgalatba be nem vont magas
frekvencidk szempontjabol jelent sziirést.

Ha a jel hosszusaga a fizikai korlatok miatt méar nem terjeszthetd ki, akkor a felbontas
javitasara a ,zeropadding”-en kivill mas lehetéség is van. A Fourier-transzformacio
végrehajtasa elott a rogzitett jel megtobbszordzhetd. A jelismétlés szigorian véve nem hordoz
tobbletinformaciot az eredeti jelhez képest, azonban a Fourier-transzformacié szempontjabol
mégiscsak kedvezdbb, mint az egyszert nulldval valo feltoltés. A jelsorozat tobbszori egymas
utan torténd masoldsa estén is jelentkezhet azonban a ,,zeropadding”-nél megfigyelt zavaro
jelenség. Ha a jelsorozat vége az ismétlés elejéhez ugrassal és/vagy toréssel csatlakozik az
ismétlés elejéhez akkor hamis frekvencidk keriilhetnek a spektrumba. Ez a probléma a
megfeleld ,,folytonos” atmenetet biztositd ablakfliggvény (pl. 2.2.1b. abra) segitségével
oldhat6 meg a 2.2.4.4. fejezet szerint.

2.2.4.4. Az idosor egy szeletének vizsgalata

Mind a folytonos, mind a diszkrét Fourier-transzformacid hallgatdlagosan feltételezi,
hogy a vizsgalt jel frekvenciatartalma idoben alland6. Ha ez nem all fenn, mint pl. nemlinearis
rezgés esetén, akkor a transzformacio révén valamilyen atlagositott frekvenciakat kapunk.
Ezek a vizsgélt iddtartam kozépsO tartomdnydhoz tartozd frekvencidk kozelitésének
tekinthetdk, ha a frekvenciak folytonos és nem tul gyors valtozéasa tételezhetd fel. Elegendd
hosszusagu valtozo frekvencidju jelsorozat esetén vizsgalhatd a frekvencia valtozasa is olyan
modon, hogy a jelsorozatbdl révidebb iddszeleteket vagunk ki. A pillanatnyi frekvencia
meghatarozasdhoz minél kisebb iddszeletek felvétele volna kedvezd, azonban a szelet
zsugoritasaval a benne foglalt informaci¢ tartalom is csokken. A megfeleld méretli iddszelet,
vagy idoablak felvétele nem egyszerli, mert a fentiek szerint két ellentétes szempontnak kell
megfelelnie.
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Ido-frekvencia kapcsolat  allithatd eld olyan modon, hogy egy megfeleld
ablakfiiggvényt mozgatunk a vizsgalt idétartam mentén, mintegy szlirdt alkalmazva a rogzitett
jel egy-egy részintervallumara. Kézenfekvo lenne a ,,négyszogletes iddablak”, azaz

hatelt, t,]
W)= , (2.2.21)
0 egyébként

ahol ¢, az idGablak kezdete ¢és ¢, az idOablak vége. Ezzel az ablakfiiggvénnyel azonban
szakadasos jelsorozatot allitunk eld, mely a mar fentiekben taglalt problémat okozhatja. A
gyakorlatban ablakfiiggvényként olyan folytonos fliggvényt hasznalnak, mely az ablak elején
¢s a végeén fokozatosan zérusra vagy zérus koriili értékre csokkenti, azaz ,,elnyomja” a jelet.
Ilyen ablakfliggvény pl. a Gauss-tipusti haranggorbe (2.2.1b. dbra), a ,,Hamming-window” és
»Parzen-window” (Ramirez (1985)).

A mozg(') id()'ablak hasznélatét az alébbi példan keresztiil mutatom be Legyen adott a
felbontasa 0.001 sec. A jel pillanatnyi frekvenciaja ¢ = 0 sec helyen 10 Hz, =1 sec helyen
20 Hz.

L1
jelszint

0.5 —

o
T
1

id8lépés

0 200 400 600 800 1000

2.2.1a. abra: Lineérisan novekvd frekvenciaju jelsorozat

Hatarozzuk meg a jelsorozat pillanatnyi frekvenciajat a #= 0.8 sec helyen. Ebbdl a célbol
vegylink fel pl. egy Gauss-ablakot gy, hogy szimmetriatengelye a ¢ = 0.8 sec-nak megfeleld
800-ik iddlépés legyen (2.2.1b. abra).

40,
Gauss 0.8 | .

id6lépés

0 200 400 600 800 1000

2.2.1b. abra: Gauss-ablak, centrum ¢ = 0.8 sec-ban.

Képezziik a vizsgalt jel (2.2.1a. abra), valamint az idGablak (2.2.1b. abra) direktszorzatat
(2.2.1c. ébra).
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jelszint

0.5 -

id8lépés

o 200 400 600 800 1000

2.2.1c. abra: A direktszorzat.

A 2.2.1c. abra szerinti fliggvény Fourier-transzformaciojaval megkapjuk a keresett
frekvenciat (2.2.2a. abra), mely a varakozasnak megfelelden 18 Hz.

Spektrum 60
50 |
40 |
30 |
20

10 |

3'5 4'0 4'5 50 [Hz]
2.2.2a. abra: Gauss-ablakkal készitett spektrum.

A spektrumot a (2.2.21) szerinti négyszdgletes iddablakkal is meghataroztam (2.2.2b.
abra). Legyen az iddablak szélessége 0.2 sec ugy, hogy #; = 0.7 sec és £, = 0.9 sec.

00

Spektrum !
80

60
40

20

2.2.2b. dbra: Négyszogletes ablakkal készitett spektrum.

A direktszorzas €s Fourier-transzformacid végrehajtasa utdn eredményiil ismét 18 Hz-t
kaptam. A spektrumon azonban tigynevezett oldalszirmok is jelentkeznek, melyek valdsagos
rezgés esetén a magasabb sajatfrekvenciak kiértékelésében okoznanak gondot. Tapasztalatok
szerint az ,oldalszirmok elnyomdsdban” a Parzen-ablak egyike a legkedvezdbbeknek
(Ramirez (1985)).

Megjegyzendd, hogy a nemlinedris rezgési spektrum analizisére még szamos
matematikailag igényesebb eljarasat is kidolgoztak. Ilyen tovabbi lehet6ség pl. a wavelet,
illetve diszkrét wavelet transzformacidé (Graps (1995)), valamint az auto-regresszios
modellek.
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2.3. NEMFESZITETT VASBETONGERENDA REZGESVIZSGALATA

A 2.2. fejezetben Osszefoglalt szamitdsi modszereket alkalmazom a berepedt
kéttamaszu vasbetongerendak szabad rezgéseivel kapcsolatos numerikus vizsgéalataimban.

Az éltalam kidolgozott MATLAB programok felhasznéldsaval linedris és nemlinearis
szamitasokat ismertetek egy modellgerenda sajatrezgéseivel kapcsolatban. Azt vizsgalom,
hogy a repedések periodikus jellegli zarédasa hogyan befolydsolja a rezgési jellemzoket.
Magyarazatot keresek arra a jelenségre, hogy egy gerenda-kisérlet sajatrezgési spektrumdban
az elsé sajatfrekvencia helyén két nagyon kozeli kettds csucs jelentkezett. A nemlinearis
rezgés szimulécioival vizsgadlom, hogy hogyan befolyasolja az indit6 impulzus és a csillapitas
nagysaganak valtoztatasa a spektrum és benne a kettds csucs alakuldsat. A diszkrét Fourier-
transzformécio alkalmazasaval allitom eld a latszolagos sajatfrekvencia idd-fliggvényét.
Egyszerti linearis modelleket mutatok be a latszolagos sajatfrekvencidk kozelitd
meghatarozasara.

2.3.1. Kisérletek és numerikus vizsgalatok
2.3.1.1. Laboratdriumi kisérletek

A berepedt kéttamaszu vasbetongerendak dinamikai viselkedésének tanulmanyozasara
a BME Vasbetonszerkezetek Tanszékének laboratoriumaban kisérleteket végeztek (Chu
(1994)).

A kisérletek soran, els@ 1épésben, a vizsgalt vasbetongerenddkban statikus P
terheléssel a tartd kozépsdé harmadidban a repesztd nyomatékot meghaladd hajlito-
nyomatékokat idéztek eld. Ennek kovetkeztében a kérdéses tartomanyban a huzott oldalon
repedések képzddtek (2.3.1. abra).

I I 1oz
TS 2000 :

JAN
, 50 P , 50 P 8
/7l /7l /7l /! H
repedezett tartoman
P Yy
~ “1

L. fesziiltségallapot I és II. fesziiltségallapot 1. fesziiltségallapot

Rugalmassagi modulus: E, = 35300N/mm’

2.3.1. dbra: A Chu-féle kisérletben hasznalt gerendamodell. (A méretek [cm]-ben értenddk).
Ezutan a gerendat egy impakt kiilsd teherrel, gumikalapacs iitésével rezgésre

késztették. Vizsgaltdk a gerenda rezgését terheletleniil, valamint ugy is, hogy kozben a
gerenda harmadpontjaiban sajtoval kiilonboz6 intenzitasu fiiggdleges er6ket miikodtettek.
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A berepedt és terheletlen gerendan végzett kisérletben felvett id6-gyorsulas diagram
spektralfelbontdsa szerint (2.3.2. 4bra) a gerenda elsd sajatfrekvencidja 98Hz-re adodott,
tovabba 89Hz-nél egy mellékcesucs is jelentkezett.

| !

 S—

7 20 150 200 Hr

2.3.2. abra: A berepedt gerenda mezdk6zépi keresztmetszetének rezgési spektruma,

Chu, Van Nguyen (1994)

A mérés célja a frekvencidk meghatdrozasa volt, ezért az y tengely skaldzasara nem
volt sziikség.
A szerzd a kisérletekbdl megallapitotta:
— Novekvd terhelés mellett a frekvenciaspektrumok valtoznak. A spektrumok
valtozasa a gerendamerevség valtozasanak kovetkezménye.
— Megallapitotta, hogy a berepedt gerenda spektrumaban a sajatfrekvencidkat
jelentd csucsok stirtibben jelentkeznek, mint a repedésmentes gerendanal.

A szerz6 nemlinedris rezgésvizsgalatot nem végzett, ezért a repedéseknek a rezgésre
gyakorolt hatasat nem tudta mélyebben feltarni. Nem adott magyarazatot a spektrumban talalt
kettds csticsra sem. Az irodalomban sem taladltam meg a kettds csucs vizsgalatat.

2.3.1.2. A gerenda linearis frekvenciaszamitasa

A berepedt gerenda numerikus modellezése soran feltételeztem, hogy a repedések
Osszefiiggd rendszert alkotnak a gerenda kozépsd harmaddban. Az EUROCODE
repedéstagassadg szamitasi modelljében — allando vagy kozel allandd nyomaték esetén — a
repedések atlagos tavolsaga atlagos vashanyadu gerendak esetén 100-120mm. A repedések
ilyen tavolsdga mellett a hizott 6v merevitd hatdsa csekély. Ezt mutatja, az EC szerinti
gorbiilet szamitas képlete is:

Kpe =%, + (1= )k, (2.3.1)

ahol: x; a repedésmentes tartd -, x;; a berepedt tartdé gorbiiletét, xz. a tart6 EUROCODE
szerinti gorbiiletét jelenti. A fenti stlyozott atlagban a (" =0.97 +0.99, azaz a IL

fesziiltség allapot szerinti viselkedés a dominans. Ennek megfeleléen a repedések okozta
merevségesokkenést a kozEépsd harmadban elkenve alkalmaztam.

A gerenda linearis frekvenciaszamitasat a csillapitas elhanyagolasaval végeztem. A
gerenda rezgésének linedris szamitdsanal idében allando hajlitomerevséget tételeziink fel. Ez

69



lehetévé teszi az 2.3.1. dbra szerinti gerenda sajatfrekvencidinak becslését alsd és felsd
korlatok megadasaval. A felsé korlat a teljes hosszon konstans EI; hajlitomerevség
felvételével a (2.2.3)-bol szamithato. Alsé korlatot ugy kaphatunk, hogy repedezett
tartomdnyra a kisebb - iddben dallandonak tekintett — El; hajlitomerevséget vessziik fel
(2.3.3. dbra). Ez lényegében egy olyan tartét modellez, melynek a kozépsé harmadaban
pozitiv, és negativ nyomatékok egyarant repedéseket hoznak I1étre mindkét Gvben (gyengitett
tarto).

EI] EI[ EI[[ E[]
| =
EI,=7465-10° Nem? El;=3407-10° Nem?

2.3.3. abra: Hajlitomerevség a hossz mentén a linedris szadmitasokban.

A csillapitas elhanyagolasaval, a berepedt (gyengitett) tartd sajatfrekvenciai a (2.2.7)-
bdl szarmaztathat6 alabbi valos sajatérték-feladat megoldasabol adodnak.

([K]- &’ [M]u; =0 . (2.3.2)

A differenciamodszeren alapuld szadmitas pontossidga jelentés mértékben fiigg a
gerenda felosztdsanak finomsagatol. A megfeleld felosztds kivalasztasahoz parametrikus
vizsgalatot végeztem repedésmentes, azaz a hosszmentén allandé hajlitdmerevségii tarton. A
kiilonb6z6 felosztasokhoz numerikus modon (2.3.2) meghatarozott sajatfrekvencidkat, az
elemi (pontos) (2.2.3) szamitds eredményeivel vetettem Gssze. E szdmitdsok eredményeit az
elemszam fliggvényében, az els6 harom moduszt illetden a 2.3.4. abra tartalmazza.

1r
f;'mm erikus _y_y.y.xx.%

foror:  0.98F
elemi

0.96

0.94 ,
1. modusz —

2. modusz -

0.92

0.9
3. modusz -
0.881
0.86
0.841

0.82

elemszam

0.8 L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40

2.3.4. abra: A pontossag vizsgalata a felosztas fiiggvényében, 1., 2., 3. mdédusz.
A grafikonok alapjan az 1. médusz vizsgalatdhoz 20-25, a 2. modusz vizsgalatahoz 25-30, a
3. médusz vizsgalatahoz legalabb 30-40 elem sziikséges. A modellkisérlet gerenddjat a

hossztengelye mentén egyenletesen 24 részre osztottam.
A kisérlet és a linearis szdmitas eredményeit a 2.3.1 tablazatban foglaltam 6ssze.
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2.3.1. tablazat: A repedésmentes és a ,,gyengitett” tarto sajatfrekvenciai.

Kisérlet és szamitasi modszerek fi[Hz] | f2[Hz] | f3[Hz]
Linedris szamitds, repedésmentes gerenda 109 436 981
Kisérlet, valdsagos berepedt gerenda 98
Linedris szamités, gyengitett gerenda 86 397 862

A 2.3.1 tablazat elsO sora a repedésmentes gerenda sajatfrekvenciait tartalmazza. A masodik
sor a kisérletbdl kapott a spektrum szerinti fécsucsnak megfeleld értéket tiinteti fel, sajnos
ebbdl a mérésbol magasabb latszolagos sajatfrekvencidk nem alltak rendelkezésre. A
harmadik sorban a gyengitett gerenda sajatfrekvenciai lathatok. A tablazatbol kitlinik, hogy a
kisérletben meghatarozott elsé sajatfrekvenciat kozrefogja a repedésmentes gerendara (felsé
korlat) és a gyengitett gerendara (als6 korlat) kapott eredmény.

2.3.1.3. Nemlinearis vizsgalat a onsuly okozta repedésmegnyilas elhanyagolasaval

A fentiek alapjan megéllapithatd, hogy a kisérlet szerinti berepedt gerenda elsd
sajatfrekvencidja szignifikdnsan eltér a linearis szamitasok eredményeitdl. Ennek az az oka,
hogy a gerenda repedezett szakaszan a keresztmetszeti hajlitomerevség nagysaga nem
allando, hanem attol fligg, hogy a repedés megnyilasat, vagy bezarédasat okozoé nyomaték
terheli-e a szoban forgd keresztmetszetet. Ha a kezdeti repedéseket pozitiv nyomatékok
okoztak, akkor a repedezett tartomany i keresztmetszeteiben a hajlitomerevség a dinamikus
nyomatékbdl az alabbi egyszeriisitett dsszefliggéssel adhato meg [1]:

A E|
_El | {Ebli,l ha Mdin,i <0

Ebli,ll ha Mdin,i 20,

1

ahol: /;;az idedlis keresztmetszet . fesziiltségallapot szerinti, /; ; pedig a II. fesziiltségallapot
szerinti inercianyomatékat, M, . pedig a rezgésbdl szarmazo6 (dinamikus) hajlitonyomatékot

jelenti.

A beton rovid idejii teherre vonatkoz6 Ej rugalmassagi modulusa idében allandd, ha a
rezgés amplitddoi elegendden kicsik. A (2.3.3) Osszefiiggés a Onsuly okozta repedés-
megnyilas hatdsat elhanyagolja.

A rezgés a repedések jelenléte miatt nemlinedris jelleget mutat, még akkor is, ha
fesziiltségek az ardnyossagi hataron beliil vannak. A nemlinearis rezgés szigoru értelemben
nem rendelkezik sajatfrekvencidval. A berepedt gerenda differenciamodszer szerinti
modelljén szamitott nemlinedris rezgése a (2.3.3) Osszefiiggésnek megfelelden tobbféle
linearis rezgésbdl tevodik Ossze. Ez a periodikus, azaz szigoruan véve kvazi-periodikus
mozgas, olyan harmonikus szegmensekbdl all, melyek az id6ben rendre egymas folytatasai
abban az értelemben, hogy a kitérés ¢és a sebesség folytonos. A kisérlet soran rogzitett
kornyezetébe esd, de azoktol eltér6 eredményeket kapunk, melyek latszolagos
sajatfrekvencidknak nevezhetok.

A kisérlet eredményei - kiilonos tekintettel a mellékcsucsra, arra inditottak, hogy a
berepedt gerenda rezgéseit numerikusan is modellezzem. A nemlinedris modellen a
hajitomerevség (2.3.3) szerinti, idOben periodikus valtozasat figyelembe véve, egy
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szabadrezgési problémat vizsgaltam. Ehhez iitésszerti terhet modelleztem a tart6 harmadéaban
az alabbi modon:

Fy, ha t<At ¢é x=1/3

F(t,x)z{o AL (2.3.4)

Ez lényegében megfelel a 2.3.1. 4bra szerinti gerendan végzett mérésnek. Kezdeti feltételként
mozdulatlan és terheletlen tartot vettem fel.

A szamitast a centralis differencidk modszerével végeztem. A Ar id6lépést - az explicit
modszer numerikus stabilitasa érdekében - igen kicsinynek, a repedésmentes tartd elsd
sajatrezgése rezgésidejének 1/1000 részére vettem fel. Igy a Ar ideig miikodd eréhatas egy
Dirac impulzushoz hasonl6. (A Dirac fliggvény az x =0 kdrnyezetében értelmezett olyan
téglalap alaku fliggvény, melynek teriilete egység ¢€s kozben az abszcissza irdnyu mérete
zérushoz tart). A rezgés 1 sec idétartamu szeletét vizsgaltam, melybe 109000 1ddlépés esett. A
2.3.5. abran a rezgés 1-4000 id6lépés intervallumaba esé idoé-kitérés diagramjat tiintettem fel,
az x=I/2 keresztmetszetben. E szamitasban a csillapitast elhanyagoltam.

x 10 ~[m]

Kitérés

. . . . . . . IdGlépés
0 1000 2000 3000 4000

2.3.5. abra. 1d6-kitérés diagram kozvetlentil a teherimpulzus utan a mezdkozépen.
(A részleteket némileg torzitja a nyomtatés felbontasa)

A 2.3.5. dbra jol szemlélteti, hogy a Dirac-impulzus az dsszes sajatfrekvenciat gerjeszti (white
noise Pfaffinger (1988))

E kvazi-periodikus mozgés sajatfrekvenciajat az ido-kitérés diagram diszkrét Fourier-
Hz tartomanya, melybe az els6é két sajatfrekvencia esik bele. A harmadik latszélagos
sajatfrekvencia nem jelentkezett, mert a hozzatartozo6 rezgésalaknak — berepedt gerenda esetén
— az alkalmazott teherimpulzus helyének kozelében van csomopontja. A szamitas szerint a
nemlinedris rendszer elsd latszolagos sajatfrekvencidja 96 Hz. (A 2.3.6. abra fliggdleges
iranyban torzitott). A 200 Hz és 300 Hz kozelében lathatdo csucsok hullaminterferencia
kovetkezményei.
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. . . frekvencia
0 100 200 300 400 500 [Hz]

2.3.6. abra: Id6-kitérés diagram spekralfelbontésa.

A numerikus szimulaci6 célja a frekvencidk meghatarozasa volt, ezért az y tengely
skalazasara nincs sziikség. (Az y értékek értelemszertien a Fourier-transzformacio (2.2.17)
képletébdl adddnak).

2.3.1.4. Nemlinearis vizsgalat az onsuly okozta repedésmegnyilas figyelembevételével

A 2.3.1.3. fejezet szerinti szamitasi modell a sajatfrekvencia spontan szétvalasat nem
igazolja, a 2.3.6. abran lathaté spektrum nem mutat mellékcsucsot, a numerikus szimulacidval
eléallitott els6 rezgési alakhoz csak egyetlen latszolagos sajatfrekvencia tartozik.

A Onstuly okozta repedésmegnyilds figyelembevétele esetén azonban a helyzet
megvaltozik. Az Onsulynyomaték hatdsdra a repedések a kozépsO tartomanyban mar a
nyugalmi helyzetben megnyilnak, igy a hajlitomerevség (2.3.3) Iépcsés valtozasat leird
fiiggvény a kovetkezoképpen modosul [1]:

AE|

El
Ely E] _ Ebli,] ha Mdin,i + Mstat,i <0 H (2 3 5)
; o " |EJd,; ha M, +M,, >0. o

din,i

stat i

Main= - Mstat

Az inercianyomaték valtas (2.3.5) szerinti eltolodasa modositja a szabadrezgés spektrumat. A
spektrum az elsé latszolagos sajatfrekvencia helyén kettds csucsot mutathat, az impulzus, az
onsuly és a csillapitds megfeleld viszonya esetén. A paraméterek megfeleld megvalasztasaval
sikeriilt a mérési eredményhez hasonlé spektrumot 1étrehozni a szdmitasi modell segitségével
is.

A vizsgalt gerendamodellen a 6nsuly okozta repedésmegnyilas figyelembevételével is
eldallitottam a rezgési idOsort (2.3.7a. dbra) a Wilson-tipusti id6lépéses integralassal és a
spektrumot Fourier-transzformacioval (2.3.7b. abra). Kezdeti feltételként az onsuly okozta
lehajlasrendszert és mozdulatlan tartot vettem figyelembe. Az idésor 1 sec hosszisagu volt és
50 000 idolépést tartalmazott. A szamitasban Rayleigh-tipusu csillapitast alkalmaztam. A
(2.2.8c) linedris kombinécioban az a és b paramétert ugy vettem fel, hogy a repedésmentes
gerenda els6 moduszaban 1.5%, a harmadik méduszaban pedig 8%-os csillapitast valosuljon
meg. A spektrum &braja mellett feltiintettem a csillapitast, az inditd6 impulzus nagysagat,
valamint a maximalis dinamikus kitérés és statikus lehajlas aranyat.
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kitérés [cm]

0.03
0.02 |
0.01 E
0 |jﬁ| I I Bhay,

-0.01 VV uuuvkuwﬁmm\mwvmw onSﬁlylehajlés
-0.02 i
-0.03 i
-0.04 . : : : : . . : : t [sec]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

2.3.7a. abra. A kitérés id6sora az ¢/3 keresztmetszetben.

80
20l Csillapitasok: &;=1.5%, {3=8%
ol [C] = 8.5[K] +2.55-10°[M]
sol Impulzus: I = 7.0 kgm/s
40 ¢ Wdin/Wstat = 91
30} .
" £i=935Hz  f,'=87.1Hz
10 1 frekvencia
o [Hz]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

2.3.7b. abra. Kettds csucs a gerendamodell spektrumaban

A spektrum szerint a latszolagos sajatfrekvencidk kerekitve 87 Hz és 93 Hz értékiiek.
Az ismertetett kisérletben e frekvencidkra 89 Hz-t ill. 98 Hz-t adodtak.

A fbcsucs az onsuly okozta repedésmegnyilas figyelembevétele nélkiil kapott 96 Hz-
nél valamivel kisebb frekvenciat mutat tekintve, hogy a berepedt tartd csokkentett hajlitasi
merevsége az Onsulynyomaték kovetkeztében a fél periddusnal hosszabb ideig van érvényben.
A mellékesucs egy ennél kisebb frekvenciat képvisel, ez a gyengitett tarton végzett linearis
szamitas eredményéhez all kozelebb.

Kelld nagysagu impulzussal elinditva, a vizsgalt idétartam elsd szakaszdban olyan
nagy lehet a rezgés amplituddja, hogy az ennek megfeleld negativ nyomatékot a pozitiv
onsulynyomatékra szuperponalva, negativ eredd nyomatékot ad a repedezett tartomdnyban.
Ezen tdlmenden, a csillapitdsnak olyan mértékiinek kell lennie, hogy a vizsgalt idtartam
masodik szakaszdban a rezgésbdl szdrmazo csokkend dinamikus nyomaték-amplitadd
abszolut értékben mar ne haladja meg az onsulynyomatékot. A rezgési paraméterek fenti
Osszjatéka estén eldallhat a spektrumban a kettds csucs.

A jelenség lényege, hogy a vizsgalt idOtartamban a csillapitds miatt csokkend
amplitudoji rezgést az onsuly hatisa két részre osztja. Az elsé szakaszban még periodikus
jelleggel zarédnak a repedések, a masodik szakaszban mar nem zarddnak. A rezgés elsd
szakasza tehat (geometriailag) nemlinearis rezgés, mig a madasodik szakasz d4llando
hajlitdbmerevség mellett linedris rezgés. A nemlinearis vizsgéalatok eredményeit a 2.3.2.
tablazat foglalja 0ssze:
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2.3.2. tablazat: A nemlinedris vizsgélatok 0sszehasonlitasa

Szamitasi modszerek fi [Hz] f; [Hz]
Nemlinearis szamitds onstly okozta repedésmegnyilas nélkiil 96 414
Nemlinedris szamitas onsuly okozta repedésmegnyildssal 87, 93

2.3.1.5. Numerikus szimulaciok valtozé csillapitas és indité impulzus mellett

Parametrikus vizsgélatot végeztem annak érdekében, hogy megallapithassam, milyen
hatasa van a berepedt gerenda spektrumara az inditdé impulzus és a csillapitas valtoztatdsanak.
A frekvencidk pontosabb meghatarozasa érdekében 10-szeres zeropaddinget (2.2.4.3. fejezet),
azaz 10 sec hosszusagu jelet hasznaltam.

A spektrumokat az Onsuly okozta repedésmegnyilas hatdsanak a 2.3.1.4. fejezet
szerinti figyelembevételével készitettem. (A gerenda felosztdsa, geometridja azonos a
korabbiakkal.) Az aldbbiakban kozolt vizsgalatokban kétféle csillapitast és haromféle
impulzust vettem fel.

Az id6sorok spektrumainak az elsd latszolagos sajatfrekvenciat tartalmazo 0-200 Hz
intervalluma a 2.3.8a-f. dbrasoron lathatd. A csillapitasokat irodalmi adatokra tdmaszkodva
vettem fel. (Dieterle ¢s Bachmann (1980)). A hat spektrumot a jobb atlathatosag érdekében a
kovetkezOképpen ugy rendeztem el, hogy az elsé oszlopban a §;=1.5%, &=8%
csillapitdssal a masodikban a ¢3=3%, ¢{=10% csillapitassal késziilt spektrumok
talalhatok. A vizszintes sorokban az azonos iitésnagysaghoz — rendre az JI=3.5, 5.0,
7.0 kgm/s impulzushoz — tartoz6 spektrumok szerepelnek. A fenti spektrumok
Osszehasonlitdsa alapjan a kovetkezd megallapitasok tehetdk:

— A spektrumbeli fécstcs természetesen mindig beleesik a repedésmentes és a gyengitett
gerenda sajatfrekvencidja kozotti intervallumba.
— Nem jelentkezik a kettds cstcs, ha
0 a csillapitas mértékétdl fiiggetlentil kicsi a kezdeti impulzus,
0 az inditd impulzus nagysagatol fiiggetleniil nagyon kicsi, vagy nagyon nagy a
csillapitas.
— A fOcstcs a frekvenciatengely mentén kismértékben elmozdul, ha a kezdeti impulzus
nagysaga valtozik:
o0 kis iités esetén a gyengitett gerenda sajatfrekvenciajahoz kozelit,
O nagyobb iités esetén a magasabb frekvenciak felé tolodik.
— A csillapitas novekedésével a fécsucs kornyezete szélesedik.

Osszefoglalva megallapithato, hogy — periodikus jellegli repedészarodas esetén — egy
gerenda latszolagos sajatfrekvencidgja nem csupan a gerenda tulajdonsdgaitol, azaz

crer

impulzus nagysagatol is fligg. Periodikus jellegli repedészarodas esetén tehat a berepedt
vasbetongerenda latszolagos sajatfrekvenciaja hatarozatlan.
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f,=93.5 Hz /,"=87.1 Hz Impulzus: 3= 7.0 kgm/s £,=92.1 Hz /,"=82.1 Hz
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[C]=8.5[K] +2.55-10°[M] [C]=26[K] + 3.14-10°[M]
Wi/ Wetar = 9.1 Wain/Wstar = 8.37

2.3.8. dbra: Az indité impulzus és a csillapitas hatasa a latszolagos sajatfrekvencidkra
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2.3.1.6. A latszolagos sajatfrekvencia, mint az id6 fiiggvénye

A 2.3.1.4. fejezetbOl azt a kovetkeztetést lehet levonni, hogy a berepedt gerenda
rezgésének latszolagos sajatfrekvencidja a szabadrezgés iddtartama alatt enyhén véltozik.
Ennek egyik forrdsa a repedések periodikus jellegii zarodasa. A szabad rezgés els6
szakaszaban az amplitidok még elegendden nagyok ahhoz, hogy a repedések zarddjanak.
Ekozben azonban a csillapitds miatt az amplitidok csokkennek, igy a repedészarodas
id6tartama és ezzel dsszhangban a nagyobb EI; hajlitomerevség érvénytartama csokken. Ez a
latszolagos sajatfrekvencia fokozatos csokkenéséhez vezet.

Ha nagy indit6 impulzus hatasara a szabadrezgés kezdetén a legnagyobb nyomatékok
helyén a gerenda anyaga atlépi a rugalmas hatart, akkor az els6 egy-két periddusban ez is
modositja a latszolagos sajatfrekvenciat. A rezgés kdzben a nagy nyomatékok felléptekor az
M-k gorbe meredeksége és ezzel a szdmitasba vehetd hajlitomerevség csokken. Emellett a
hiszterézis miatt joval nagyobb a csillapitds, mint az ardnyossagi hataron beliil torténd
rezgémozgas esetén, tehat hamar bedll a szamitdsokban feltételezett rugalmas rezgés. Ez a
hatds az els0 periodusban — néhany szdzad madasodpercig — gyors, de nem nagy mértéka
frekvenciandvekedéssel jar.

A latszolagos sajatfrekvencia valtozds szempontjabol megvizsgéaltam a kisérleti
gerenda szabadrezgésének a 2.3.7b. abra szerinti adatokkal eldallitott idésorat. Az els6 0.5 sec
hosszusagu tartomanyara 10 db Gauss-ablakot illesztettem, ugy, hogy az ablakkdzepek rendre
at=0.05,0.10, 0.15, ..., 0.5 sec idépontokban helyezkedtek el. A frekvenciavaltozasra kapott
gorbe. 2.3.9. dbran lathato.

frekvencia 9
[Hz] o4

93
92
91
90
89
88
87

86

] s
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

2.3.9.abra: A vizsgalt gerenda latszolagos sajatfrekvencidjanak idébeli valtozasa.

A varakozasnak megfeleléen a mozgd iddablakos vizsgalatbol kapott latszolagos
sajatfrekvencidk — a rezgés kezdetén a repedések periodikus jellegli zadr6ddsa miatt — az
onsuly keltette repedésmegnyilds nélkiili gerenda latszolagos sajatfrekvenciajahoz allnak
kozelebb, mig a rezgés kis amplitidoju szakaszaban a gyengitett gerenda sajatfrekvenciajahoz
kozelednek.

Kis impulzus esetén, amikor a repedések mar a rezgés kezdetén sem zarddhatnak,
akkor a latszolagos sajatfrekvencia konstans és a gyengitett gerenda sajatfrekvenciajaval
egyezik meg.

2.3.2. Linearis modellek

A berepedt gerenddkra, a nemlineéris rezgés elsd két latszolagos sajatfrekvenciajanak
kozelitd szamitasara alkalmas, linedris modelleket dolgoztam ki.
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2.3.2.1. Elsé6 sajatfrekvencia kozelitése egyszabadsagfoku modellel

A berepedt gerenda elsd latszolagos sajatfrekvenciajat kozelitd modon vizsgaltam egy
helyettesitd, egyszabadsagfoku modell nemlinearis rezgése segitségével (2.3.10. abra).

KI% z G A
M\ - nyugalmi
helyzet

Ky Cu

2.3.10. dbra: Egyszabadsagfokti modell

A 2.3.10. 4bra szerinti rezgd rendszer a K;, C; elemei a repedészarddast, mig a K; Cyy
elemei a repedésmegnyilast reprezentdljadk. A modellben az M a repedésmentes gerenda 1.
moduszahoz tartozé modalis tomeget képviseli.

El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor az M csak tehetetlen tdmeg, azaz nem hat ra
sulyerd. Ekkor a nyugalmi helyzetben mindkét rugo fesziiltségmentes. A vizsgalt témegpont
id6-kitérés diagramjanak egy periddusa két kiilonb6zdé periddust és amplitidoju szinusz-
félhullambol tevddik 0ssze. E mozgas periddusidejét a két eltérd félperiodus Osszege adja.
Ennek megfelelden a (helyettesitd) kvazi sajatfrekvencia /' a (2.3.6) kozelité képletbdl

szamithato [1]:

1
(h)
SO (2.3.6)

+7
Zﬁl Zﬁ”

Az egyszabadsagfokti modellt gerendara vonatkoztatva: f;' a repedésmentes gerenda elsé
sajatfrekvencidja, f;" a kozépsé szakaszon Elj -re csdkkentett hajlité merevségii berepedt
gerenda elsd sajatfrekvencidja a linedris szamitds szerint. Az f;' =109 Hzés az f;" =86 Hz

helyettesitésével £, értéke 96.1 Hz-re adddott.

A 2.3.1. 4bra szerinti berepedt gerenda elsé latszolagos sajatfrekvencidjat (2.3.2.
tablazat els6 sora) a (2.3.6) képlet jol kozeliti, azonban a berepedt gerenda viselkedése
kvalitative eltér az egyszabadsagfokl modellétdl.

Az Onstuly okozta repedésmegnyilas elhanyagolasaval a gerenda els6 mddusza szerinti
rezgés a kovetkezOképpen megy végbe. A gerendat nyugalmi helyzetébdl a repedés-
zarddasnak megfeleld iranyba, az els§ rezgésalak szerinti hosszmenti kezddsebesség-
eloszlassal elinditva, az els6 fél periddusban a mozgést a repedésmentes gerendara vonatkozo
differencidlegyenlet ismert szinuszos megoldasa irja le. A kezdéstdl szamitott fél periddus
elteltével a nyugalmi helyzet x = 0 vonalan athaladva, repedések megnyilnak és a merevségi
viszonyok megvaltoznak. A pillanatnyi sebesség eloszlasa - mely éppen a kezdeti
sebességeloszlas ellentettje - mar nem felel meg az 0j konfigurdci6 szerinti elsd sajatrezgési
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alaknak. Ennek kovetkeztében — a szimmetriabdl kifolydlag — a megvaltozott merevségl tartd
Osszes paratlan rezgésalakja gerjesztésre keriil. A periddus befejezédésével a tartd pontjai mar
nem egyszerre haladnak 4t az x tengelyen. A kovetkezd félperiddusban, amikor a repedések
ismét zarddnak, a gerenda kitérése mar nem irhatd le egy szinusz félhulliammal, mert az
Osszes paratlan sorszadmu rezgésalak megjelenik, a nagyobb sorszdmuak természetesen egyre
csOkkend amplitidoval. A hulldmok interferencidja magyardzza a 2.3.6. abra szerinti
spektrumban a 200 Hz ill. a 300 Hz kozelében jelentkezo kisebb csticsokat.

A 2.3.10. abra szerinti modell M—nek sutlyos tomegként valo figyelembevétele mellett
is mikodik. Ebben az esetben a Kj; rugd mar nyugalmi helyzetben is terhelt allapotban van,
ami megfelel az Onstly okozta repedésmegnyilds figyelembevételének. A (2.3.6) formula

emiatt érvényét veszti. Az eddigiekbdl nyilvanvalo, hogy az £, frekvencia szdmitasdhoz

szlikség van az Onsutly és az indité impulzus viszonyanak ismeretére is. Az onsuly jelenléte a
modellben a Kj; rugd aktiv voltat, illetve a gerenda repedezett részén az Elj; hajlitomerevség
érvénytartamat idében kiterjeszti. Emiatt a latszolagos sajatfrekvencia kisebb lesz.

Megallapithato, hogy a csak tehetetlen tomeggel rendelkezd egyszabadsagfoki modell
a berepedt gerenda latszélagos sajatfrekvencidjanak felsé korlatjat szolgaltatja, mivel a K; (és
az ennek megfeleld EI;) merevség érvénytartama a leghosszabb. Ezzel a 2.3.1. tablazatban a
spektrumbeli fécsucs elhelyezkedésére megadott intervallum sziikithetd, mivel a (2.3.6) egy
kisebb felsd korlatot jelent. Ha M stlya olyan nagy, hogy az egyszabadsagfokt modellben a
K rugd egyaltalan nem tehermentesiil, illetve a gerenda Onsuly akkora, hogy egyik
keresztmetszetében sem keletkezik a rezgés folyaman negativ nyomaték, akkor a latszélagos
sajatfrekvencia als6 korlatjat kapjuk. A gerendanal ez a ,,gyengitett” szerkezethez tartozé
sajatfrekvenciat jelenti.

2.3.2.2. Masodik sajatfrekvencia kozelitése

A berepedt gerenda masodik latszélagos sajatfrekvencidjat ugyancsak lineéris
szamitasi modellek alkalmazaséaval kozelitettem.

Vizsgaljuk el6szor a 2.3.1. abra szerinti gerenda nemlinearis rezgését az énsuly okozta
repedésmegnyilds elhanyagoldsaval, melyet a repedésmentes gerenda masodik modduszara
jellemzo, teljes szinuszhullam alak®, hosszmenti kezddsebesség-megoszlassal inditunk el a
nyugalmi helyzetébdl. A 2.3.11. dbran a rezgés kiilonboz6é féazisai lathatok (a 2.3.11b és
2.3.11c abrak vizszintesen torzitott 1éptékben). Az abrazolt rezgési alakokban az aktualisan
EI; hajlitomerevségli szakaszokat vastagabb, az aktudlisan Elj; hajlitdbmerevségli szakaszokat
pedig vékonyabb vonal jelzi.

t=10
12 L
1
Fay
L 12 L /6 L /3 L
7 4 g
EIL EI; EIL

2.3.11a abra: Sebességeloszlas és statikai vaz a ¢ = 0 iddpontban
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2.3.11b 4bra: Rezgésalak az elsd fél periodusban
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2.3.11c abra: Rezgésalak a masodik fél periddusban

A rezgés inditasakor, a =0 id6pontban a gerenda mezOkozépen 1év6 pontja
hasonldéan, mint a repedésmentes gerenda esetén, az elmozdult alak inflexids pontja. A
2.3.11a. abran ¢ =0 id6pontban a berepedt gerenda rezgési allapotat a haromtamasza, //2
tdmaszkozli  tartoval modellezhetjiilk. A mezdkozépen alkalmazott csuklos tamasszal az
inflexids pont kezdeti helyzetét irjuk eld.

A gerenda rezgését az els6 félperiodusban a 2.3.11b &bra szemlélteti. A tartd6 mozgasa
kozben a repedezett tartomanynak az inflexidés ponttdl jobbra esd szakaszédn a repedések
megnyilnak, igy itt a hajlitomerevség Elj; értéket vesz fel. A ponttol balra a repedések zarva
maradnak ezért itt a hajlitdmerevség tovabbra is EI;. A merevségek aszimmetridja miatt ez az
allapot nem maradhat fenn, az inflexios pont a mez6k6zEéptdl fokozatosan jobbra - a lagyabb
tartoszakasz iranyaba - mozdul el, mikézben az EIj; inercidju tartomany hossza kismértékben
csOkken. Sz¢€lsé helyzetét negyed periddusidd elteltével éri el. A "szEélsé helyzet" csak a
gerenda valamely kivalasztott pontjara értelmezhetd, mert a merevségek folytonos valtozasa
miatt a gerenda egyes pontjai nem pontosan egyszerre érik el a maximalis kitérésiiket.

A masodik félperiodusban, a 2.3.11c abra szerint, a mezO0kdzéptdl jobbra illetve balra
esO tartdszakaszok szerepet cserélnek, vagyis a merevség-eloszlas tiikrozodik a mezékdzépre,
az El;; merevségli szakasz hossza az elsd félperiodus szerintivel azonos modon valtozik, igy a
két fél periddusban a rezgés jellemz6i azonosak lesznek.

A fentiek értelmében a inflexios pont a mezOkdzép koriil a rezgdmozgas periddusanak
megfelelden oszcilldl. Ennek megfeleléen a méasodik médusz szerinti nemlinedris rezgést az
jellemzi, hogy egy periodusa alatt a berepedt szakaszon az EIj; inercidju tartomdny hossza
folyamatosan valtozik.
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A merevség-closzlas fent ismertetett periodikus jellegli valtozasat felhasznalva, a
berepedt gerenda masodik latszolagos sajatfrekvenciajara a 2.3.1. tabldzat szerintinél egy
jobban kozelitd also és felso korlat adhatdo meg, linearis modellek kombinalasaval, az alabbi
modon.

A 2.3.11a abra szerinti modell a vizsgalt nemlinearis rezgés masodik latszélagos
sajatfrekvencidjanak egy also korlatjat adja. A ¢ = 0 id6pontban ugyanis a legnagyobb (//6) az
El; merevségli tartdszakasz hossza. Az 2.3.1. dbra szerinti berepedt gerenda masodik
latszolagos sajatfrekvenciajat a rezgés kezdetekor a 2.3.11a. &bra szerinti haromtamaszu, //2
tamaszkozi tartod elso sajatfrekvencigja kozeliti.

A 2.3.11b abra szerinti konfiguracié a ¢ = T7/4 idOpontban a gerenda masodik
latszolagos sajatfrekvenciajanak egy felsé korlatjat adja, mert ekkor legkisebb az Elj
merevségll tartoszakasz hossza. Ez a hossz a (2.3.3) feltételnek megfelelden a repedezett
tartomany pozitiv gorbiiletii részére terjed ki, melyet a masodik rezgésalak inflexios pontja
hatarol. Helye a linearis szdmitasban az FEI; inercidju tartomany hosszanak iterativ
valtoztatasaval hatarozhaté meg.

Stirli felosztasu végeselem modellen végzett modalis analizis azt mutatta, hogy az
inflexiés pont vandorldsa csekély. A konfiguraci6 modosulasa (2.3.11a-r61 3.11b-re) a
masodik sajatfrekvencia 1%o-nél kisebb valtozasat okozza, a 3.11a esetben 417.4 Hz, mig a
3.11b esetben 417.6 Hz adddott. Az dnstly okozta repedésmegnyilds nélkiili esetre a két fenti
szamitas atlaga, 417.5 Hz fogadhato el masodik latszélagos sajatfrekvenciaként. A szamitast
az AXIS programrendszer felhasznalasaval végeztem.

Az onsuly okozta repedésmegnyilas figyelembevétele itt is hasonlé eredménnyel jar,
mint ahogyan azt az elsd latszolagos sajatfrekvencia esetében lattuk. Az Onstly okozta
repedésmegnyilas nélkiili eset a latszolagos sajatfrekvencia felsé korlatjat, a tilsdgosan nagy
allando teher esetén a repedészarodéas elmaraddsa miatt az also korlatot a gyengitett gerenda
szolgaltatja.

2.3.3. A kisérleti eredmények és a numerikus szimulaciok 6sszehasonlitasa

A hajlitérezgéseket végzé berepedt vasbetongerenda hajlitomerevsége a berepedt
szakaszon id6ben kvéazi-periodikus jelleggel valtozik. Emiatt a rugalmas tartomanyban is
nemlinedris a rezgés. A repedezett zona geometriai nemlinearitas forrasa.

Eldszor linearis szamitasi modellekkel eldallitottam a vizsgalt berepedt vasbeton-
gerenda latszolagos sajatfrekvenciainak also és felsd korlatjat.

Ezutan nemlinedris numerikus vizsgalat keretében a berepedt gerenda rezgéseit
modelleztem egy iddlépéses algoritmus, Wilson modszerének felhasznalasaval. A numerikus
szamitasi modell segitségével eldallitott szabadrezgési spektrum a kisérlet eredményével jo
egyezést mutatd elsé latszolagos sajatfrekvenciat szolgéltatott. A kisérlet sordn az elsd
latszolagos sajatfrekvencia kozelében kimutatott mellékcstics a numerikus vizsgalatban is
igazolast nyert. Megéllapitottam, hogy a spektrumban talalt ketts cstcs az dnsulynyomaték
¢s a csillapitas, valamint a kezdeti impulzus megfeleld viszonya esetén alakul ki.

A berepedt gerendaknal a spektrumban megjelend kettds csucs altalaban csak kisebb
méretli gerendakon figyelhetd meg, ahol az indité impulzus nyoman kialakuld rezgés tobb
periddusan keresztiil is megvaldsul a periodikus jellegli repedészarddas. A periodikus jellegii
repedészarddas hatdsa legerdteljesebben az elsé moduszban jelentkezik és a modusz
sorszdmanak novekedésével csokken.

Végiil két-két linearis modell kombinalasaval az Onsuly okozta repedésmegnyilas
nélkiili esetben a nemlinearis vizsgalatnal egyszeriibb kozelitd mddszert mutattam be az elsd
két latszolagos sajatfrekvencia meghatarozasara.
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A szamitasok és a kisérlet eredményeit a 2.3.3. tdblazat foglalja 6ssze. A nemlinearis
vizsgalatok és az egyszerlisitett modellekkel végzett szdmitasok a kisérlet eredményeivel jo
egyezeést mutatnak. A tablazatbol kitlinik tovabba, hogy a nemlinearis szdmitas igazolta a

kisérletben kimutatott mellékcsucs 1étezését.

2.3.3. tablazat: Sajatfrekvencidk 6sszehasonlitésa.

Kisérlet és szamitasi modszerek f; [Hz] /> [Hz]
Kisérlet, berepedt gerenda 89, 98
Linedris szamitas, repedésmentes gerenda 109 436
Linedris szamitds, gyengitett gerenda 86 397
Nemlinearis szamitds, Onsuly okozta repedésmegnyilds nélkiil 96 414
Nemlinearis szamitds, onsuly okozta repedésmegnyiléssal 87, 93
Uj kozelité linearis modellek 96.1 417.5

2.4. FESZITETT VASBETONGERENDA REZGESSZAMITASA

A hajlitasra igénybevett, feszitett vasbeton tartok dinamikai jellemz6i a repedezettségi
allapot mellett a hatdsos feszitderdtdl is fliggenek. A repedezett szakasz keresztmetszeteiben a
tényleges deformacid (gorbiilet) a statikus €s dinamikus nyomatéki igénybevétel mellett fiigg
a feszitésbdl szarmazd normalerd nagysagatol is. Ezek a hatdsok a rezgd gerenda idben
valtozo hajlitomerevségét eredményezik a repedezett szakaszon, ezért nemlinedris rezgés
valosul meg.

Ebben a fejezetben a nemlinedris rezgés latszolagos sajatkorfrekvenciajanak
meghatarozasara mutatok be szdmitasi modszereket. Kutatdisomban a berepedt feszitett tarto
latszolagos sajatkorfrekvencidja és a hatasos feszitderd kapcsolatat vizsgaltam numerikus
szimulacio segitségével.

Az ismertetett eljarasok segitséget jelenthetnek a feszitett vasbetonhidak allapot-
vizsgélataban, az idészakos dinamikai mérésekbdl nyert eredmények felhasznalasaval.

2.4.1. A repedezett szakaszon értelmezheté hajlitOmerevség

A berepedt, kiilpontosan nyomott vasbeton keresztmetszet gorbiilete nem szamithato a
tiszta hajlitdsndl megszokott modon. A semleges tengely helyzete a normalerd
kiilpontossagatol fiigg, és ez a kiilpontossag befolyasolja a repedészarodast ill. megnyilast. A
hajlitasnak kitett, berepedt, feszitett vasbetontartd is kiilpontosan nyomott elemnek tekinthetd
(2.4.1. 4bra).

.
X~

. (U R EpEppES

2.4.1. dbra: Hajlitasnak kitett, berepedt feszitett keresztmetszet
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Az abran M; a kiils gerendaterhekbdl szdrmaz6 nyomaték. Az M és a Py feszitéerd
egylitt a P~tol k tavolsagra 1év6 P eredé normalerdvel egyenértékli. Az S; a repedésmentes
keresztmetszet sulypontja.

A kiilpontosan nyomott keresztmetszet hajlitomerevségét a gorbiilet fogalmanak
segitségével értelmezhetjik (Dulacska, E (1978), tovabba Janko, L (1986)). A nyomott-
hajlitott tarté valamely keresztmetszetében a g gorbiilet, szokasosan az aldbbi modon
definialhato:

=% =% 7 2.4.1
g x Ex EI ( )

& o, M
b
ahol: o3 ill. & a nyomott sz¢lsd szalban 1év6 betonfesziiltség ill. beton 6sszenyomodas. Exl a
hajlitdbmerevség melyben az [ a keresett keresztmetszeti jellemzo.
A repedésmentes keresztmetszet Sy sulyponti tengelyére vonatkozd nyomaték a kiilsd
teherbdl és a P, feszitder6bdl (2.4.1. abra):

M=M,~M,=M_, +M, ..~M,=Pk-P(k—e)=Pe . (2.4.2)

k,stat

A keresztmetszetre hatd erdk vetiileti egyensulyabol:

o, =—Lx, (2.4.3)

ahol: S, a keresztmetszet dolgozo részének statikai nyomatéka a semleges tengelyre.
Behelyettesitve a (2.4.2) és (2.4.3) Osszefiiggést (2.4.1)-be, az igy kapott egyenletbdl
kifejezhetd a keresett keresztmetszeti jellemzo:

I=1,=Se. (2.4.4)

Az I, jellemz6t a szakirodalom gorbiileti inercianyomatéknak nevezi. A kiilpontosan nyomott
keresztmetszet hajlitasi merevsége tehat az eredd P normalerd kiilpontossaganak fliggvénye

QP | - ‘P f‘) :
Ha az ered0 normaleré az idealis keresztmetszet belsé magjan beliil tdmad, azaz

e<e akkor a repedés zarul ¢és ezzel Osszhangban a (2.4.4) Osszefiiggés a

‘maghatdr >
repedésmentes  keresztmetszet [;; inercianyomatékat szolgaltatja. Ez a gorbiileti
inercianyomaték felsd korlatja. A masik sz¢€ls6 eset az, amikor e — oo, mely a tiszta hajlitas
esetének felel meg. A repedés megnyilasa ekkor legnagyobb. A (2.4.4) kifejezés a hajlitott
berepedt keresztmetszet fesziiltségszamitashoz hasznalhato /;;; inercianyomatékat adja. Ez
jelenti a gorbiileti inercianyomaték alsé korlatjat.

2.4.2. Alapfeltevések, linearis és nemlinearis szamitasi modell

A dinamikus nyomatéki igénybevétel a rezgd, feszitett tartd keresztmetszeteiben a P
normalerd kiilpontossadganak iddbeli valtozdsat okozza. A berepedt szakaszon -ezzel
Osszhangban valtozik a tartd hajlitomerevsége is, melynek kdvetkezménye a nemlinearis
rezges.
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A berepedt feszitett gerenda rezgésvizsgalatanal a kovetkezd alapfeltevéseket
alkalmaztam:

— atartd kozépso szakaszan a dinamikus teher mitkddése elétt, repedéseket hoztak 1étre,

— a tartd anyaga linedrisan rugalmas a rezgés soran fellépd igénybevételek
tartomanyaban,

— arezgés kis elmozdulasok mellett valésul meg,

— acsillapitast és a nyirasi alakvaltozast elhanyagolom,

— a feszitéerének a merevséget (geometriai merevségi matrix) csokkentd hatasat
elhanyagolom. (Megjegyezhetd, hogy a feszités hatisara a gorbiilet miatt
iranyvaltozasi erdk is fellépnek, melyek stabilizald hatasuak.)

A repedezett tartomanyon a 2.3. fejezethez hasonloan ,.elkent” repedésrendszert vettem
figyelembe.

A linearis szamitasokhoz a hossz mentén allandé hajlitomerevség esetén a (2.2.3)
elemi Osszefliggést, valtozd merevség esetén a (2.3.2) valos sajatérték-feladatra készitett
MATLAB programot hasznaltam.

A nemlinedris rezgés kitérés-id6 diagrammjanak el6allitdisdhoz a 2.2.4.1 fejezet
szerinti Wilson modszert és a frekvencidk meghatarozasara Fourier-transzformaciot
alkalmaztam. A szabadon feltimaszkodo, berepedt, feszitett vasbeton-gerendak rezgéseinek
nemlinearis vizsgéalatahoz a normal vasalast esetre kidolgozott MATLAB programot ugy
modositottam, hogy beépitettem a (2.4.4) gorbiileti inercianyomaték valtozasat.

2.4.3. Mintapélda

A 2.2. fejezetben ismertetett szamitasi modszerek felhasznaldsaval a 2.4.2. dbra
szerinti berepedt, feszitett “I”” keresztmetszetii tart6 csillapitatlan sajatrezgéseit vizsgaltam.

AAV 2500 y 5000 » 2500 %
A feszitéssel kapcsolatos adatok:
S - feszitébetétek:
10db Fp-100/1770 R2 A, = 1000mm®
g 3 = g - kozos sulypontjuk: d, = 600 mm
- A, - feszitési fesziiltség Gp = 950 N/mm®
g - feszitGerd: Pr=950 kN
« B0 - rugalmassagi jellemz6:  E, = 30 kN/mm®

2.4.2. dbra: A vizsgalt feszitett tartd hossz- €s keresztmetszete. (A méretek mm-ben értenddk)
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A tart6 kozéps6 5.0 m hosszu szakasza repedezett. A szamitasban a 10 m teljes hosszat
32 egyenld részre osztottam fel. A rezgést az x =1/4 keresztmetszetre mért litéssel, egy FpAt
impulzussal inditottam a (2.4.5) 0sszefliggés szerint.

ha <At 6 x=1/4,

F(t,x) = £ (2.4.5)
770 ha t>Af. o

2.4.3.1. Linearis és nemlinearis rezgésszamitas

A gerendara teljes hossza mentén egyenletesen megoszld g =45 kN/m statikus teher
hat, mely a Pr=950 kN hatasos feszitéerdvel egyiitt repedésmegnyildst okoz a kozépsd
tartomdnyban. A tarton csillapitatlan rezgés feltételezésével haromféle szamitast végeztem el
a sajatkorfrekvenciak meghatarozasara:

a) linearis szamitds repedésmentes tarton a statikus teher, mint egyiittmozgd tomeg
figyelembevételével,

b) linearis szamitds a berepedt tarton a statikus nyomatékbdl szdmitott idében allando
hajlitomerevséggel,

¢) nemlinearis szadmitds a berepedt tarton a statikus és dinamikus nyomatékbol
egylittesen, idében valtozo hajlitdbmerevséggel.

Az a) esetben repedésmentes, a hossza mentén allandé Epl; hajlitdbmerevségl tartd
sajatkorfrekvencidit a (2.2.3) elemi 0sszefliggéssel szamitottam.

Ab) szamitast repedezett tarton végeztem el. A tartd keresztmetszeteiben a
hajlitomerevséget az 2.4.1. fejezetben ismertetett mdodszerrel hataroztam meg. Ehhez eldszor
eldallitottam a tartd keresztmetszetére vonatkozo kiilpontossag—gorbiileti inercianyomaték
diagrammot (2.4.3. 4dbra). A (2.4.2) értelmében a kiilpontossag az eredd nyomatékkal aranyos.
Az abrabol kitlinik, hogy a feszitett tartd hajlitomerevsége a hajlitonyomaték fliggvényében
folytonosan valtozik az El;; és El;; sz€1s6 értékek kozott.

9
*10  [mm®*]

Gérbiileti 157

inercianyomaték

Kiilpontossag

0 200 400 600 800 [mm]
2.4.3. ébra: A gorbiileti inercianyomaték a normalerd kiilpontossaganak fliiggvényében
A nemfeszitett tartd hajlitdbmerevsége ezzel szemben, mint lattuk ugrasszerti valtozast mutat

¢s 1épcsos fliggvénnyel, a (2.3.3), vagy a (2.3.5) szerint irhato le.
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A statikus nyomatékbol és a hatdsos feszitderobdl az egyes osztopontokban rendre
szamitottam a kiilpontossagot, majd a 2.4.3. abra szerinti fiiggvénybdl interpolacidval kaptam
az osztopontokban érvényes hosszmenti /, gorbiileti inercianyomatékokat (2.4.4. abra).

Gorbiileti *10” fmm* ]
inercianyomaték 16 |
12 ¢
g |
4 |
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ hossz

2.5 5.0 7.5 10.0 [m]
2.4.4. abra: A gorbiileti inercianyomaték valtozasa a hossz mentén (“b” szdmitas)

Az igy adodo E,l, folytonos gorbe szerinti hajlitomerevségekkel a (2.3.2) alapjan a
differenciamédszer szerint képezett valds sajatérték feladatbol kiszamithatok a sajat-
korfrekvencidk kozelitd értékei. A kozelités abbol adodik, hogy a linearis szamitas
elhanyagolja a dinamikus igénybevételek hatisara bekovetkezé merevségingadozasokat.

A “c” szamitas esetében a rezgés iddsorat a 2.2.4.1 fejezetben ismertetett Wilson-féle
id6lépéses algoritmussal szamitottam, idélépésenként rendre megujitva a merevségi matrixot.
A keresett rezgési jellemzok a — 10 sec hosszisagu — lehajlas-id6é diagramm diszkrét Fourier-
végeztem el. Az ezekhez tartozd wy/wi aranyok a tdblazatban lathatok.

A 242, abra szerinti tartd linedris ¢és nemlinearis szamitassal nyert
sajatkorfrekvencidit a 2.4.1. tdblazatban hasonlitom Ossze.

2.4.1. tablazat: linearis és nemlinearis modszerrel szamitott latszolagos sajatkorfrekvenciak

Szamitasi modszerek w; [Hz] w, [Hz] w3 [Hz]

Linearis szamitas “a”, a hossz mentén E,/;; = const 28.3 113.3 255.0

Linearis szamitéas “b” berepedt tarto,

id8ben 4llando hajlitomerevségek 227 102.6 2278
Nemlinearis szamitas “c” Wein/Wstar = 0.18 22.4 101.7 225.8
idében valtozo merevségek Wain/Wstar = 0.35 222 101.2 224.9

A 2.4.1. tablazatbol kitlinik, hogy a statikus lehajlasnal kisebb amplitido6ji rezgés nemlinearis
“c” szamitasa szerinti sajatkorfrekvenciak alig kiilonboznek a nyugalmi helyzethez tartozé
merevségeloszlassal elvégzett “b” lineéris szamitas eredményeitdl. Nagyobb wy,/ Wy, esetén

29 .2

is csak kevéssé valtozik a ”c” szerinti szamitds eredménye.
2.4.3.2. Sajatkorfrekvenciak linearis szamitasa valtozo feszitoeré mellett

A 2.4.2. abra szerinti feszitett gerenda sajatrezgéseit ¢ =31 kN/m statikus terhelés
mellett is vizsgaltam. E csOkkentett teher hatasara a repedések éppen zarulnak. Tételezziik fel,
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hogy (pl. korrézio kovetkeztében) a feszitderd fokozatosan az eredeti Pr= 950 kN-nak az
50%-ara csokken. Ha a statikus lehajlashoz képest kis amplitaddji rezgéseket vizsgalunk,
akkor a 2.4.1. tablazat alapjan a sajatkorfrekvencidk linearis szamitéssal, a (2.3.2) sajatérték-
feladat alapjan is elegendd pontossaggal meghatarozhatok.

A vizsgalt tartd esetén a sajat-korfrekvencidk és feszitdéerd kapcsolatit a 2.4.2.
tablazatban tiintettem fel.

2.4.2. tablazat: Sajatkorfrekvenciak valtozo feszitderd mellett.

Aktualis feszitdero a
kezdeti feszitderdhoz o [Hz] w; [Hz] w3 [Hz]
viszonyitva

1.00 Py 34.1 136.1 305.0
0.90 Py 33.7 135.9 302.6
0.80 Py 31.5 133.4 291.0
0.70 P¢ 27.7 124.9 276.1
0.60 P 24.3 113.2 260.9
0.50 Py 21.8 103.2 247.2

Teljes Py feszitéerd mellett a repedések zardddsa miatt a repedésmentes tartd
sajatkorfrekvenciait kapjuk. Természetesen ezek nagyobbak az 2.4.1. tdblazat “a” soranak
értekeinél, mert jelen esetben kisebb az egylittmozgd tdmeg. A 2.4.2. tablazat szerint — az
elézetes varakozdsnak megfelelden — a sajat-korfrekvencidk a feszitéerdvel egylitt
csokkennek, de ez csak 0.90P, alatt valik érzékelhetévé. A csokkenés az elsd
sajatkorfrekvencianal jelentkezik a legerdteljesebben.

2.4.4. Megallapitasok

A 2.4. fejezetben a berepedt, feszitett tartdé gorbiiletének, latszolagos sajat-
korfrekvencidjanak és a hatasos feszitéeronek a kapcsolatat vizsgaltam numerikus szimulacid
segitségével. Bemutattam tovabba az egyszerUsitett linearis szadmitasi moddszer
alkalmazasénak lehetdségét.

Az 2.4.1. tablazatbol kiolvashato, hogy amennyiben a tartd rezgési amplitidoja kicsi a
statikus lehajlashoz képest, akkor a keresett latszolagos sajat-korfrekvencia linedris
szamitassal is elegendd pontossaggal hatarozhaté meg, a statikus nyomatékokbol a berepedt
tarton szamitott merevségi paraméterek felhasznalasaval. Ennek oka, hogy repedések
periodikus jellegli zarodasa miatt a feszitett tartok rezgésekor a hajlitomerevség csak kisebb
mértékben — folytonos fiiggvény szerint — ingadozik, mint a nemfeszitett gerendak esetén,
melyeknél a valtozas 1épcsos jellegli. Gyakorlati szamitas céljara ez a kozelités alkalmazhatd
nagyméretli feszitett tartok, feszitett vasbeton hidak esetében, ahol az onsuly és a hasznos
teher statikus része egyiitt Iényegesen nagyobb, mint a dinamikus hatast okozo6 hasznos teher.

A 2.4.2. tablazatot linearis szamitdsok alapjan allitottam Ossze. A tablazat a hatdsos
feszitéerd fiiggvényében adja meg a vizsgalt tartdo latszolagos sajatkorfrekvencidit. Az
ismertetett szamitdsi modszer alkalmazéasaval elkészithetd a feszitett vasbeton tartd hatasos
feszitéerd — sajatkorfrekvencia diagramja. Az igy eldéllitott diagramm mas vizsgélati
modszereket kiegészitve, felhasznalhatéd feszitett hidak 1dokozi vizsgalatainal a hid altalanos
allapotanak jellemzéséhez.

87



3. OSSZEFOGLALAS
Forgasparaboloid-héj rezgésvizsgalata

Ertekezésem elsé részében lapos, szabad peremii forgasparaboloid-héj sajatrezgésének
szamitasaval foglalkoztam.

Eldszor attekintettem a vonatkoz6 szakirodalmat és a kutatdsom kiinduldsaként a
hajlitott lapos héjak statikai alapdsszefiiggéseit.

A dinamikai vizsgalathoz a lapos héjak Marguerre-féle diffrencidlegyenlet-rendszerét
kiegészitettem a fliggdleges elmozduldsoknak megfelelé D’Alembert-féle erével. A vékony,
lapos, szabad peremii forgasparaboloid-héj, illetve a gombsiiveghéj rezgéseit leird parcidlis
differencidlegyenlet-rendszer megoldasara egy uj analitikus moddszert, a képzofiiggvényes
eljarast alkalmaztam.

A képzofiiggvény alkalmazéasdnak a legfontosabb elénye, hogy az operatormatrix
determindnsaval képezett karakterisztikus differencialegyenlet megoldasa utan az Osszes
ismeretlen fliggvény derivéalassal allithatd eld, igy nem keriilnek a megoldasba formalisan
fliggetlennek latszo tovabbi integralasi konstansok. Masik eldny, hogy a peremértékekre és
peremderivaltakra vonatkozd peremfeltételek kozvetleniil a képzoéfiiggvényre vonatkozd
feltételként vehetOk figyelembe. Ezt az eljarast Hegediis (1986) szendvicsgerenda-feladat
megoldasan mutatta be.

A képzofiiggvényes eljaras alkalmazésaval a forgdsparaboloid-hé) parcialis
differencidlegyenlet-rendszerében a koordinata-valtozokat szétvalasztva a sugarirdnyt
valtozoban egy nyolcadrendii kozonséges differencialegyenletre (a karakterisztikus
differencidlegyenletre) jutottam, melynek megoldasat hatvany- és Bessel-fiiggvények
alkotjak. A gyurtiranyt viselkedést trigonometrikus fliiggvények irjak le. A w lehajlast és az F’
fesziiltségfiiggvényt a karakterisztikus differencidlegyenlet megoldasabol hatdroztam meg.
Ertekezésemben szabad peremii szerkezetet vizsgaltam. A differencidlegyenlet-rendszer és a
peremfeltételek egyiittesen egy sajatérték-feladatot tliznek ki. Ennek megoldasaval
eldallitottam a frekvenciaegyenletet a sajatfrekvenciak €s a rezgési alakok meghatarozasédhoz.

A analitikus mddszerhez MATLAB programot dolgoztam ki, mellyel példaképpen
egy Urszerkezetként alkalmazhato tdnyérantenna rezgéseit hataroztam meg. Kiszdmitottam a
vizsgalt forgasparaboloid-héj rezgési sajatértékeit és sajatfrekvencidit, valamint rezgési
elmozdulés-alakjait. Az eredményeket végeselem program segitségével verifikaltam.
Abrazoltam a kiilonbozé tipusi rezgési elmozdulas-alakokat, valamint metszeteiket.
Megmutattam, hogy a forgdsparaboloid-h¢j gytirtiiranytl csomo6vonalat nem tartalmazo
alacsonyabb k& moduszaihoz tartozd sajatértékek és lengési karakterisztikus hosszak
komplexek, tovabba megadtam a valos értékre valtashoz tartozo frekvencia-hatart is.

Az analitikus eljarason alapuld szamitassal 0sszehasonlitottam a forgasparaboloid-hé;j,
valamint ennek specializdcidjaval szarmaztathatd szabad peremii dgyazatlan korlemez és
rugalmasan dagyazott korlemez rezgéseit. A vizsgalt harom szerkezetfajta kiillonb6zo
moduszaira kapott sajatfrekvencidk Osszevetésével megéllapithatd, hogy a forgasparaboloid-
héj gylrtiirdnyt csomdvonalat nem tartalmazd rezgéseinek sajatfrekvenciai az agyazatlan
korlemezével, mig az egy vagy tobb gylirliirdanyd csomodvonalat tartalmazd rezgések
frekvencidi a rugalmas agyazasu korlemezével kozelithetdk.

Vizsgaltam a geometriai jellemzdk hatasat is a forgdsparaboloid-héj sajatfrekvencidira.

A képzofiiggvényes eljarassal levezettem a nyirasi alakvaltozasok figyelembevétele
mellett is, a lapos forgasparaboloid-héj illetve a gombsiiveg-héj frekvenciaegyenletét. A
varakozasnak megfelelden, a nyirasi alakvaltozasnak csak az igen magas frekvenciaknal van
szerepe.
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Berepedt vasbeton- és feszitett betongerendak rezgésvizsgalata

Doktori értekezésem masodik része a kéttdmaszi berepedt vasbeton- és feszitett

betongerenddk rezgéseinek vizsgalataval foglalkozik. Eldszor attekintettem a vonatkozo
szakirodalmat. Ezutan 0sszefoglaltam azokat a linearis és nemlineéris szamitasi modszereket,
melyeket a numerikus vizsgalataimban alkalmaztam. A szdmitasokhoz MATLAB
programokat dolgoztam ki, melyekben figyelembe vettem a periodikus repedészarodas
hatdsat, mint a nemlinearis rezgés forrasat. A nemlinearis rezgés esetén szigortian véve csak
»latszolagos” sajatfrekvencidkat értelmezhetiink.

o A nemfeszitett vasbetongerenda rezgésvizsgalata

Egy impakt teherrel gerjesztett kisérleti gerenda szabadrezgésének vizsgalatdhoz

linearis és nemlinearis szamitasokat végeztem.

A tobbszabadsagfokii modell linearis rezgésvizsgalatara differenciamodszert
hasznaltam, ennek segitségével a rezgés sajatfrekvenciaira also és felsd korlatokat
allapitottam meg.

A repedések 1élegzésébdl fakadd nemlinearitds figyelembevételéhez iddlépéses
algoritmust alkalmaztam (centralis differencidk modszere és Wilson modszere). Az
id6lépéses algoritmusra készitett szamitdgépi eljarassal a berepedt gerenda rezgését
modellezve iddsorokat allitottam el6. Ezekbdl a latszélagos sajatfrekvenciakat
Fourier-transzformacidval kaptam.

A gerendakisérlet rezgési spektrumdban az elsd sajatfrekvencia helyénél megjelend
kettds csucsot numerikus szimuladcidval is sikeriilt eldallitani, és ennek alapjan
magyarazatot talaltam a jelenségre.

Parametrikus vizsgalatot végeztem annak vizsgdlatara, hogy az indit6 impulzus és a
csillapitds valtoztatdsa hogyan befolyasolja a szabad rezgés spektrumat. Ebbol
megallapitottam, hogy a rezgés latszélagos sajatfrekvencidja a gerenda jellemzdin és
repedezettségén tul még fiigg az inditd impulzustol is.

A diszkrét Fourier-transzformacio mozgd ablakos valtozatanak alkalmazasaval
vizsgéltam a rezgés idésoranak részleteit. Az iddsor rovidebb szakaszokra bontasaval
eldallitottam a latszolagos sajatfrekvencia idofiiggvényét.

Egyszeri linearis modelleket dolgoztam ki az elsé ¢és masodik latszolagos
sajatfrekvencia kozelitd meghatarozasara.

Osszehasonlitottam a kisérlet, valamint a kiilonbozé lineéris és nemlinaris szamitasok
eredményeit.

o A feszitett vasbetongerenda rezgésvizsgalata

A rezgésvizsgalathoz sziikséges alapOsszefiiggések felallitasaban felhasznaltam a
berepedt keresztmetszetre vonatkoz6 gorbiileti inercianyomaték fogalmat.

periodikus repedészarodas hatasa feszitett gerenddk esetén kisebb, mint a nemfeszitett
gerendaknal. Emiatt a statikus nyomatékokbol meghatarozott hajlitomerevségekkel
elvégzett linearis szamitas elegendd pontossagu a sajatfrekvencidk meghatarozasahoz.
Numerikus szimuldcioval vizsgaltam a sajatrezgés frekvencidjanak valtozasat
csOkkend hatésos feszitderd fiiggvényében. A sajatfrekvencia (alapmodusz) esetleges
megvaltozasa — masfajta vizsgalatok eredményeit is figyelembe véve — jelezheti a
feszitett tartd allapotaban bekdvetkezett kedvezdtlen valtozast.
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4. AZ ERTEKEZES TEZISEI

I. TEZISCSOPORT: Forgasparaboloid-héj rezgésvizsgalata

A forgasparaboloid-héj rezgésvizsgalataval kapcsolatos kutatdsi eredményeimet az aldbbi

tézispontokban foglalom 0ssze:

I.1.

[.2.

L.3.

[.4.

A lapos héjak elmélete alapjan, 0j analitikus moddszerrel — az egyéb célra mar
alkalmazott képzofiiggvényes eljarassal — megoldottam a nyirasi alakvaltozasoktol
mentes vékony, lapos, szabad peremli forgasparaboloid-héj ill. gombsiiveghéj
rezgésének differencidlegyenlet-rendszerét. E moddszer 1ényege, hogy a héj rezgéseit
leird parcidlis differencidlegyenlet-rendszert, az operatormatrix determinansanak és
adjungaltjanak értelmezésén alapuld képzofiiggvényes eljaras alkalmazésaval,
redukaltam egy kozonséges nyolcadrendi differencidlegyenletre [4].

A kidolgozott képzofiiggvényes eljardssal eldallitott frekvenciaegyenlet alkalmas a
vékony, lapos, szabadperemil forgasparaboloid-héj valamennyi sajatfrekvencidjanak és
rezgési alakjanak analitikus meghatarozasara [4].

Analitikus uton ¢és numerikusan is megmutattam, hogy a forgasparaboloid-héj
gylrliiranyt csomovonalat nem tartalmazo (¢ = 0) moduszai esetén az alacsonyabb k
gylriiiranyt  hullamszdmi moduszokhoz tartozd oy sajatértékek ¢és [/ lengési
karakterisztikus hosszak komplexek [3], melyek akkor valtanak valdsra, ha a hozzajuk
tartozo sajatkorfrekvencia értéke meghaladja az @, = ¢/R korfrekvencia értéket. (Ahol: ¢
a transzverzalis hullamterjedés sebessége a héj anyagaban, R a forgasparaboloidhoz a
tetOpontjaban simuld gdmb sugara).

A képzdfiiggvényes eljarassal levezettem a nyirasi alakvaltozasok figyelembevétele

mellett is, a lapos szabadperemii forgasparaboloid-héj, illetve a gombsiiveg-héj
frekvenciaegyenletét.
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II. TEZISCSOPORT: Berepedt vasbeton- és feszitett betongerendak rezgésvizsgalata

A berepedt vasbeton- és feszitett betongerendak rezgésvizsgalataval kapcsolatos

kutatési eredményeimet az alabbi tézispontokban foglalom 0ssze:

II.1.

I1.2.

I1.3.

11.4.

ILS.

crer

(idolépéses algoritmus és Fourier-transzformacido) megmutattam, hogy a repedések
periodikus jellegli zarédasanak kovetkezménye a spektrumban megjelend kettds csucs
az elso sajatfrekvencia helyénél az onsuly, a csillapitas és az indité impulzus megfeleld
viszonya esetén [1].

Mozgd ablakfiiggvényes Fourier-transzformacioval megmutattam, hogy amennyiben
kett6s csucs van az elsO sajatfrekvencia helyénél a berepedt vasbetongerenda rezgési
spektrumaban, akkor a gerenda rugalmas rezgéseinek latszolagos sajatfrekvenciaja
idében csokken.

Numerikus szimulaciéval megmutattam, hogy berepedt vasbetongerenda periodikus
jellegli repedészarodasa esetén a rezgés latszolagos sajatfrekvencidja fiigg az indito
impulzustol.

A mezOkozépre szimmetrikusan berepedt vasbetongerenddkndl 0j linearis modell
bevezetésével egyszerl képletet adtam, a repedések periodikus jellegli zarédasa miatti
nemlinedris rezgés elsd latszolagos sajatfrekvencidjanak felsd korlatjara. Modellt
dolgoztam ki a masodik latszélagos sajatfrekvencia egymashoz kozeli als6 és felsd
korlatjanak meghatarozasara is [1].

Felhasznalva a feszitett vasbetongerendak gorbiileti inercianyomatékanak kifejezését
megmutattam, hogy a berepedt feszitett tartok rezgésekor, a repedések periodikus
jellegli zarddasa alatt, a hajlitomerevség csak kisebb mértékben ingadozik, mint a
nemfeszitett gerenddk esetén. A nemlinedris rezgés emiatt megbizhatdéan kozelithetd
egy helyettesitd linedris vizsgalattal, a statikus nyomatékokbdl a berepedt tarton
meghatarozhatd merevségi paraméterek felhasznéalasaval, ha a rezgés amplitudoi kicsik
a statikus lehajlashoz képest. Egy modell segitségével megadtam a sajatfrekvencidknak
a feszitOerotdl valo fliggését [2].
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